Solution - Arithmétique - Congruences — s4207

Rappel :
Pour deux entiers relatifs a et b, on dit que a est congru ab modulo 7, et on écrita=b [7] lorsqu'il existe un entier
relatif k telque a=b+ 7k.
1/ Cette question constitue une restitution organis#e connaissances
a) Soienta,b,c des entiers relatifs.
Démontrer que : Sia=b|[7] et c=d[7] , alors ac=bd[7].
a=b[7] = a=b+7%& = a-b=7&k = a-b=0][7].
c=d[7] = c=d+K = c—-d=7%" = c-d=0][7].
Or: ac—hd=a(c—-d) +ad—bd=a(c—d) +d(a—b) =a(7k") +d(7k) = 7@k’ + dK) .
Commeak'+dkdZ , on déduit :ac—bd =0 [7] = ac=hbd[7]

b) En déduire que : Sia et b sont des entiers relatifs non nuls, sa=b [7] , alors a"=b" [7], pour tout entier naturel n .

Démonstration par récurrence Soit la propositionP, : "a=b [7] = a"=b"[7]",avecnOIN".

a) Initialisation :
Vérifions P, vraie , soit"'a=b [7] = a=b[7]", ce qui est une évidence.

b) Héritage:
Soit P, vraie ("fa=b[7] = a"=b"[7]"), peut-on en déduir®, ., vraie ("fa=b[7] = a"*'=b"*1[7]"?
Daprés 1-a) a=b[7] eta"=b"[7] = a.d'=b.b'[7] soita"*'=b""[7].

¢) Conclusion:

On déduitP, vraie pour tout entier naturel non nul.

2/ Pour a=2 puis pour a= 3, déterminer un entier relatif n non nultel quea"=11[7].
Soita=2:
2=2[7] => 2=4[7) = 2=8[7] ,or 8=7+1,dou:®21[7].Ondéduitn=3.
3=3[7] = F=9[7]= F=2[7] = F=6[7] = F=18[7] = F=4[7] = F=12[7] = F=5][7],
F¥=15[7] = P=1[7] . Ondéduitn=6.

3/ Soit a un entier naturel non divisible par 7 .

a) Montrer que a’=117].
Soit la division euclidienne da par 7 :a=7q+r (rz0).D'oua=r[7] , dont on déduie®=r®[7].
Il suffit donc de vérifier que pour tous les restes {1,2,3,4,5,6} on obtient®= 1 [7] pour déduirea® =1 [7].
D'aprés 1-b):
1=1[71 = 1'=1[7].
Onavu: £2[7] = 2=1[71 = @?=1[7] = *=1][7].
Onavu: £3[7] = ¥=1][7].
4=2 donc 4=2 = £=1[7] = @)?=1[7] = £=1]7].
5=5[7] = 5=25[7] = 5=4[7] = (5)®=4%[7] = 5=1[7] d'aprés ligne précédente.
6=6[7] = 6°=36[7] = 6=1][7].

Remarque On pouvait procéder plus rapidement a l'aidePditit Théoreme de Fermat
Si p estun nombre premier et qaene soit pas divisible pap , alors :a”~*=1[p] .

Ici: p=7 estpremier, ed n'est pas divisible par 7, do@?=1[7].
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b) On appelle ordrede a mod 7 (modulo) , noték , le plus petit entier naturel non nul tel quea*=1[7] .
Montrer que le reste r de la division euclidienne de 6 pak vérifie 8 =1[7].
6=kp+r = a®=a®*" = @)’ xa . Sachant®=1[7] eta“=1[7], on déduita’ = 1[7].

En déduire que k divise 6.
On a vu quek est le plus petit entier naturel non nul tel cafe= 1 [7], or 6 =kp+r = r <k.
Commea =1 [7], la seule possibilité est= 0 (sinon ce serait lui le plus petit entier ma).

r=0 < 6=kp,donck estun diviseur de 6.

Quelles sont les valeurs possibles de?
k diviseurde 6= kO{1,2,3,6}.

c) Donner l'ordremod 7 de tous les entiers compris entre 2 et. 6
Onavu:
a=2= k=3
a=3= k=6
a=4= k=3
a=5= k=6
a=6= k=2

4/ A tout entier naturel n, on associe le nombreA, = 2"+ 3 +4'+ 5" +6".

Montrer que A= 6 [7] .
2006 = 668x3 + 2= 229%= (228 x 2[7] avec 2=1[7],dou: ¥®=4[7].
2006 = 668x3 + 2= 4%°%= (4% x £[7] avec 4=1[7], dou: 4%=16[7]= 4%=2]7].
De méme :
2006 = 334x6 + 2= %= ()3 x F[7] avec 8=1[7],dou: F%®=9[7] = F%=2]7].
2006 = 334x6 + 2= 5°%°= (593 x 52[7] avec 8=1[7],d'ou: 8%=25[7] = 5°%=4]7].
Ainsi que :
2006 = 1003x2= 6°°%= (69)'°*® avec 6=1[7],d'ou: 6°=17]7].
Au total : Aggos= 2%+ F00+ 4200+ 52004 0%=4 4+ 2+ 2+ 4+ 1 [T} Axos =13 [7].
On obtient bienAxqges = 6 [7] .



