Solution — Fonctions Exponentielles — Valeur Intermédiaire - s3922
_x
f estla fonction définie sur [0 ;+oo| par: flx)=x’-3+3e 3.

On note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O, T , 7).

1-a) Déterminer la fonction dérivée de f.

On sait (¢")'=u'e", dou: fix)=x>—3+3e 3 :>f'(x)—2x+3(-%e3)—2x— e,

b) Etudier le sens de variation de f’ et étudier la limite de f' en +oo.

Variations de -
' est définie, continue et dérivable sur [0 ; +oof .
X

") =f'®]=2 Jr%ei5 >0 sur [0 ;oo , puisqu'une exponentielle est toujours strictement positive.

La fonction f' est donc strictement croissante sur [0 ; +oof .

Limitede ' en +o :

X

Onsait lim 2x=+00 et lim ei5 = lim ¢¥=0.

x —>+o x —>+o X — -0

X

On déduit: lim f'(x)= lim (Zx —-e 3) =+oo par addition. Par ailleurs, f(0) =2x0—¢’=-1.

X =+ X =+

D'ou le tableau de variation de f':

X 0 o +oo
S(x) + | +
) |-l 2 0 2 +o0

¢) Démontrer que I'équation f'(x) =0 admet une solution unique o et que 04<a<0,5.

/' est continue, strictement croissante sur [0 ; +oo[ , et telle que f{0)=-1<0 tandis que lim f'(x)=+c0>0.
X — +oo

D'apres le théoréme de la valeur intermédiaire, la fonction /' passe une et une seule fois par I'ordonnée 0, en un point
d'abscisse o> 0.

1'0,4)=0,8- e%3 % -0,075<0 }
{ £10,5)=1-¢"53~+0,153>0 | = 04<a0<05.

d) Etudier le signe de f'(x) sur [0 ; +oof .

f)<0 <0< x<a
/' étant continue, strictement croissante, le tableau de variation précédent montre que 9§ f (o) =0
f)>0 < x>a

2-a) Etudier la limite de f en +oo.

lim (x* —3)=+o0

_x X =+
fix)y=x*-3+3e 3 avec _x d'ou: lim f{x) =+ par addition.
lim e 3 = 0 x —+o
X — +oo



b) Déterminer le signe de f{x) — (x*—3) et sa limite en +oo .

X

Ex)=fix)-(x*-3)=3 e3>0 , pour tout x réel.

Deplus: lim E(x)=3 lim e > =0.

X =+ X =+

Interpréter géométriquement ces résultats. On note (P) la courbe d'équation y =x* -3 .

X

E@)=flx)-(x*-3)=3 ei5 mesure ["écart algébrique entre P:y=x*-3 et C:y=/x).
Cet écart E(x) tend vers 0 pour x — +oo , ce qui prouve que (C) se rapproche de plus en plus de (P) . On peut dire

que la parabole (P) devient asymptote alacourbe (C).

Comme E(x) > 0, on peut préciser que (C) reste en permanence au dessus de (P) .

3-a) Dresser le tableau de variation de f.

On exploite le signe de f'(x) étudié au 1-d).

X 0 o +oo
CIE -0+
fa |0 N o +o0

AI0)=0 et f(0)=-1.
Si d'apres 1-c) on pose o= 0,45, on obtient fla) = f(0,45) =-3,66 .

b) Prouver que f{x) =0 admet une solution non nulle unique p , appartenant a I'intervalle [a ; +oof .
On utilise a nouveau le théoréme de la valeur intermédiaire :

f est continue, strictement croissante sur [o , +oo]
fa)<0 et lim fix)>0 donc, il existe B unique sur [a ; +oo[ tel que A(B)=0.

X =+

Montrer que 0,8<$<0,9.

{ £(0,8) ~ 0,062 <0

£0,9) = 0,032 > 0 } = 0,8 <pB<0,9 , puisque le changement de signe se produit entre ces deux bornes.

¢) Etudier le signe de f(x) sur [0 ; +oo|.

x 0 o B Foo
1x) 0 N fla) A0 A tw
Signe de f(x) |0 - -3,66 -— 0 + +o0
x=0= fi)=0

On voit que O<x<Pe fi)<0
x=B =/p)=0
x>B < fix)>0



4/ Tracer les courbes (P) et (C).

4.0 4

354

3.0 4

2.5 1

2.0 1

_20 4

_25 4

_30 4

2.h

3.0

35

4.0

45

Préciser la tangente 2 (C) au point d'abscisse 0.

To : y=f(0)(x —0) + f0) avec f'(0)=-1 et f0)=0.
Dou Tp: y=-x.



