1/ Déterminer le polyndme réel de degré 3P(x) , tel que P(x + 1) —P(x) =x?, pour tout x réel.

PosonsP(x) =ax’ +bx +cx+d .

P(x + 1) —=P(X) = [a(x + 1F + b(x + 1} + c(x + 1) +d] — [ax® + bx® + cx + d]

P(x + 1) —=P(X) = [a(C + 3¢ + 3x + 1) +b(¢ + 2 + 1) +c(x + 1) +d] — [ax® + b + cx + d]

P(x + 1) —P(X) = 3 + (3a + 2o)x + (@ + b + ) que l'onidentifie & P(x + 1) —P(x) =x*, pour toutx réel.
X X

3a=1
{3a+ =0 - a:% , b:% ,c== ,d étant quelconque. DoﬂP(x)—X— “St% par exemple d= 0) .
atb+c=0
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2/ Montrer par récurrence que pour tout n entier , P(n) est un nombre entier.
Soit la propositionP,| P(n) est un nombre entier si est entier.
a) Initialisation : P, est vraie, puisque, pour= 0, on obtientP(0) = 0, nombre entier.
b) Hérédité: Supposons?, vraie (P(n) nombre entier) . Peut-on en déduRg, vraie (P(n+ 1) nombre entier) ?
Soit doncP(n) =N nombre entier. Alors :P(n + 1) —=P(n) =n?> = P(n+ 1) =P(n) +n*=N +n? , qui est bien un
nombre entier.

¢) Conclusion: On conclue queP,, est vraie pour tout entier natunel.

3/ OnposeS; =1 etS,=1+Z+F+ ... 2 _Démontrer que S, =P(n + 1) = M)—(M
=P(2)-P(1),
=P(3)-P(2),

(n—-1f=P(n)-P(n-1),
n?=P(n+ 1) —P(n) .

Par addition, on obtient :
S =P+ 2+3F+ ... +n°= [P(2) —=P(1)] + [P(3) —=P(2)] + ..... + [P(n) —P(n — 1)] + [P(n + 1) —P(n)] .
Les termes s'éliminent deux a deux, sauf le preetir dernier.

s=Pn+ )P =+ 7 -Ler1pedorn)-B-Led) =24 T
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Il est alors aisé de vérifier qué&, _n_ +% g M%(M



