Solution — Suites Numériques — Raisonnement par Récurrence - s1624

Soit la suite (a.) définiepar | _ 2a. +3 | pour tout entier naturel n>0.

1/ Montrer que 0 <a,<1 pour tout entier naturel n>0.

Soit la proposition P, | a,>0.

a) P, est vraie puisque ao=0.

b) Soit P, vraie (a,>0). Peut-on en déduire P, vraie ? (a,+1=0)

2a,+3>20 . 2a,+3

>
a,20 = {an+420 , soit 014

:an+120.

¢) Onconclue : P, toujours vraie, soit a, > 0, quel que soit n >0 .

Soit la proposition O, |a,<1.

a) Qo est vraie puisque ao=0.

b) Soit Q, vraie (a, < 1).Peut-on en déduire O, vraie ? (a,+1<1)
1l est en géneral préférable de comparer a 0 plutot qu'a 1 .

a,-1<0 . Q-

_2a,+3
= an+420’501t

_an—1
a,,-i-4_1

1
= <
a, +4 <0,

a,+4

ap+1—1 .0r, ,£3 = {

an+1—1S0<:>an+1S1.

¢) On conclue : Q, toujours vraie, soit a, < 1, quel que soit n>0.

La suite (a,) est bornée par 0 et 1.

2/ Montrer que la suite (a.) est croissante.

Soit la proposition R, | a, < a,+1 .

203 _3 soit ap<a
a+4 4’ o=

a) Ro est vraie puisque ao =0, a, =

b) Soit R, vraie (a, < a,+1 ). Peut-on en déduire R, vraie ? (@,+1 < dn+2)
1l est en géneral préférable de comparer a 0 plutot qu'a 1 .

g g =23 2a,+3  Qaye +3)ant4) - (2 + 3N @1 t4)  Sdne1 — )
P gt 4 a4 (an+1 +4)a, +4) (an+1 +4)(a, +4)

On sait a, > 0, pour tout n entier , donc le dénominateur est positif.
On peut en déduire @, +»—a,+1 duméme signe que a,+1 —dx .

Ayant supposé a,< a,+1,80it a,+1—a,> 0, on déduit a,+>—a,+1 >0, soit le résultat attendu a,+2>a,+1 .

¢) On conclue : R, toujours vraie, soit a, < a,+1, quel que soit n> 0 . La suite (a,) est croissante.

Que peut-on en déduire ?

Toute suite croissante et majorée converge.



3/ Déterminer sa limite pour n tendant vers l'infini.

Soit lim a,=1/.
n— +ow

Passons la relation de récurrence a sa limite , ce qui équivaut a remplacer a,+1 et a, parlalimite / , lorsque n — +o0 .

2a, +3 . _21+3
014 devient /= R

Aui1= soit P+4/=2]+3 = FP+2/-3=0 dontlesracinessont /=1 et /[=-3.

Sachant 0<a,<1,on peutconclure lim a,=1.
n— +oo



