Solution - Raisonnement par Récurrence - s1588

Pour tout entier n non nul, on pose : A, = (2 +1/3)" + (2 —[3)"..

1/ Prouver par récurrence que A, est un entier pour toute valeur den.

Soit la proposition de récurrence?;, : «A, est un nombre entier » .

a) Inititaition : Montrons P, vraie :

Ar= (2 +[3)' + (2 —\[3)t = (2 +1/3) + (2 -/3) = 4 nombre entier , dorR; vraie.

b) Hérédité: SupposonsH; P, ..... P} vraies. Peut-on en déduire, ., vraie ?
Aver= (V3" 230",
Ane1= (2 A3 +3)" + 2 3T+ 2 V3L 2 +V3) + 2 3)T - (2 +/3)2 /3] = 2 +/3)2 +/3)",

On remarquera l'astucieuse fagcon d'introdirepuis de retirer les termes en trop.

Comme (2 +\/§)(2 —\/1_3) =4-3=1, onobtient:

Anv1= (2 +[3)[(2 +4/3)" + (2 A[3)T + (2 —3)[ (2 +4/3)" + (2 [3)] — (2 ~[3)" ' — (2 +[3)"
Ans1= (2 +3)[(2 +4/3)" + (2 3)] + 2 —[3)[ (2 +/3)" + (2 /3) — [(2 —\/3)" "+ (2 +\[3)" 1,
Ans1= (2 +43)A  + (2 3)A - A1 = 4A - A1

CommeA, ., et A, sont_supposésntiers, on conclue qua, ., l'est également.

L’hérédité est démontrée.

c) Conclusion: A, est entier pour touh entier non nul.

2/ Vérifier en utilisant le Bindbme de Newton

n n

(a+b)":z (g) 2 et @—b)'=[a+ (-b)]“:Z(S) a" P(-b)’ .

p=0 p=0
On constate le signe (-) des puissanitepaires de (b) .

Par addition celles-ci disparaissent et il ne rgsteles puissances paires, multipliées par 2 .

(@a+b)"+ @—b)" = 2[(g>a”+<g>a”'2b2+<2>a”'4b4+(ré)a"'6b6+ ......... ]

Comme une puissance paire s'édff = (b?)° , on obtient 3)% = [/3)?]° = & nombre entier.

On déduit donc ‘A, entier pour tout entien non nul.



