Cours —Calcul Matriciel — Graphes Probabilistes 186

Différences ente les notations TES et TS :

Prenons un exemple

Notation ES: Présentation adoptée par les spécialistesrobsipilités
Soit p, la probabilité pour qu'a PARIS I'air soit exagé@mh pollué le journ, donc 1 -, qu'il ne le soit pas.

. . . P, « pollué le journ », de probabilité
Soit I'état de la pollution le joun: E,(P.;S) , { 3”1 « Zain e joJurn », de er:)babiIité 1p"19n .

+1« pollué le journ + 1 », de probabilité, .
L'état de la pollution le joum + 1 : Eq+y(Pn+15Sh+1) s { Snﬁll « sain le journ + 1», de probabilité 1 Ernil :

Les vecteurs probabilités correspondaiiset J,. 1 sont notéshorizontalement (toute la différence est)a

Jn=(En;0) € Jn+1=(On+1;0n+1),aveC=1—-p, €t Ohs1=1 —Pn+1.

La matriceM detransition entre J, et J,.1 exprime: J,.1=J, xM (inversion de I'ordre d’écriture).

] _ ) a b _(a b Pn+1=a.ph+C.0h {pn+qn:1
(pn+1:qn+1)_(pn1Qn)(c d) avecM-(C d) {qn+1:b-pn+d-0h , avec Pro1tGne1=1

La 1*®ligne de la matricea( b) = Ep(Pn+1) Pei(Shs 1)
probabilité de I'étatE, . ; sachantP, (pollué le journ).

La Z™ligne de la matricec( d) = (PsdPn+1) PsdSh+ 1)
probabilité de I'étatE, . ; sachantS, (sain le journ).

Exemple Supposons que la probabilité que I'air soltygoun jour est de% si I'air était pollué la veille, e% si l'air
était sain la veille.
2 1
Per(Pn+1) :§ et psPn+1) :Z = Pn+1= p(Pn) X an(Pn+1) + p(S1) x pSr(Pn+1) )
pn+1—§pn 4qn 3pn+ (1 pn)_ 12pn .
1 3
Per(Sh+1) ::_3 et psS+1) :Z = 1-pr+1= p(Pn) x an(Sn+1) + p(Sn) X pSr(SHl) )

1 3 1 3 3 5
One1= 1 —Pnra=ZPa+ 7 0 =5Pn+7 (1-p0) =5 5P

On remarque que l'on a bien,p;+¢,+1=1.
1 5

2 1 2 1

3 3 3 3 p"+1‘§p“ 4q" FREVLY
On déduit M = 1 3 et Ons1;0Gn+1) = (Pn;0n) 13" 3 5 -

4 3 4 4 o1 =54 0 =3 150

Notation S: Présentation adoptée par les spécialistes dd¥matiques
Soit p, la probabilité pour qu'a PARIS I'air soit exagérémh pollué le journ, donc 1 -, qu'il ne le soit pas.

. . . P, « pollué le journ », de probabilité
Soit I'état de la pollution le joun: E(P,; S) , { Sn1 « Zain le jojurn », de pr%babilité 1p"19n .

+1« pollué le journ + 1 », de probabilité, .
L’état de la pollution le joum + 1 : En+1(Pns1; She1) { S”Hll« sain le journ + 1, de probabilité 12};1 .




Les vecteurs probabilités correspondaiiset J,. 1 sont notésverticalement

Jn:<%) et Jn+1:(2n+l>1avecqn:1_pn €t On+1=1—Pn+1-
n n+1

La matriceM detransition entreJ, et J,.1 exprime: J,.1=M x J, (ordre habituel d’écriture).

pn+1):(a c)(pn> :(a c) {pn+l:a.pn+c.q1 {pn+qn=1
(Qn+1 b d On avecM b d Qn+1=b-pn+d-ch'avec Pht1tOhe1=1"

La 1*®colonnede la matrice(z) = (%P:((gﬂl)) ) , probabilité de I'étatE, . ; sachantP, (pollué le journ).
n\<h +

La 2™ colonnede la matrice(%) = (%Z’:((2+11)) ) , probabilité de I'étatE, ., ; sachantS, (sain le journ).

Méme exemple Supposons que la probabilité que I'air soltygoun jour est de% si I'air était pollué la veille, etAlr si

I'air était sain la veille.

2 1
Per(Pn+1) :§ et Ps{Pn+1) :Z = pn+1=p(Pn) X an(Pn+1) +p(S1) x pSr(Pn+1) )
2 1 2 1 1 5
pn+1=§pn+zqn=§pn+2(l_pn) :Z+1_2pn .
1 3
Per(Sh+1) =3 €t PsdSi+1) =5 = 1 =P+ 1= P(Pn) X Peo(Sh+ 1) + P(S) X PsSh+ ) »

1 3 1 3 3 5
G = 1=Pusa 3Pt G =3Pt (L—P) =g =3P

On remarque que I'on a bien,p; +gr+1=1.

2 1 2 1 -2 .1 1.5
o 3 2 Dus1 3 4 p, Pre1=3Pn 700 =7+ 75Pn
On déduit M = 1 3 et<Qn+1): 1 3 <Qn) - 1 3 3 5
3 4 34 T =g+ 0 =515

Il importe donc d’étre trés attentif a la formulain de I'énoncé donné, afin de déceler la présermatsouhaitée

Nous adopterons par la suite la présentation mattedigue : J,.1=M xJ, .

Présentation sous forme d’'un graphe

13
1/4




Matrice P_dePassage

o . . a ¢ . : . a o0 . S
On souhaite, a partir de la matridd = (b d) , déterminer une matrice’ = (O b’) diagonale telle qu’il existe une

matrice de passage inversible, aved® xJ=U < PlxU=J , qui vérifie Jp+ 1 =M x J, = Uy =M x U, .
Cestadire: Up,i=M xU, = PxJ,1=M xPxJ, o J,1=P'xM xPxJ,,
M=PIxM xP = M =PxMxP?,

Avec 'exemple précédent

21 d b
13 4 _ _(a b) i ¢ aualoreti=| O P
M= 13 SoitP = c d de déterminanD =ad—bc# 0. On sait qu'alord™ = c a
3 4 D D
Dans un exercice, on donne généralement les sadieuP .
Développons la méthode
, -1 s a' 0
Onveut: M =PxMx P~ avec M’ = 0o b/
2 1yd b 2a+b a+3\d b 8a+4d 3a+Pb\d b
. _1_(a b) 3 4D D |_ 3 4 D D |_ 12 12 D D
Mi=PxMxP={¢ ¢ 1 3| c a| |2+d c+xd | c a 8c+4d 3c+9d | ¢ a |’
3 4 D D 3 4 D D 12 12 D

D
M =P xMxplol <8a+4b 3a+gon Jo)_i<8ad+4bd—3ac—9bc -8ab—4)2+3a2+9ab)
- 12D \8c+4d T+9d/\-c a/ 12D \8cd+ 4d’— 3%’ — xd -&c—4bd + 3ac+ %d/’

M'—i( 8ad + 4bd — 3ac— %c ab—4b2+3a2)
~12D \ -cd + 4d? — 2 -&c—4bd + 3ac+9%d/

’

| les d i M,_(a ) i do . | ab—4?+3a°=0
mposons les deux coefficients & =y . ), quidoivent étre nuls| .y, 4#_32=0 -

b-4°+3a*=0 b—4°+3a*=0 . ,
{i:d+4d2—302:0 - {2d—4d2+302:0 . On ne peut envisaget=b et c=a, sinonD =ad-bc=0.

ab— 40’ +3a%°=0, soit #°—-ab—3’=0 « 4%-ax—A’=0.

-B—}[Aza—7a_ 3

X1 = = a 3

2A 8 4 b, =—a

A=B>-4AC=a%+ 48% = 4%> = 2 , d’ou { YT e
XZ:-B;AA:%M':a b2=a

cd—4d?+3?=0, soit 4 -cd—3F?’=0 -« 4C—-cx—3*=0.

X:—B—jA:c—k:gC 3
5 ) ) ) 5T 2A 8 4 LJdi==c
A=B -4AC=Cc"+4&" =4 = , d'ou 4
:-B+3[A=c+7c:C dy=c
2A 8
3
a —Za
- 1%cas: 3 n’est pas acceptable, c&=0.
c =c
4
a 2a 7
- 2™cas: 4 est acceptable, aved =g4ac.
c ¢
a a ;
- 3F™cas: | _§C est acceptable, avdd = — ac.
4 4
- gmecasi (202 mest table, cBr=0
e ¢ pas acceptable, cBr=0.



2°™cas : Poura=4,ondéduitb=-3,c=4,d=4,

4 3 1 3
. (4 —3) _ _ 4 |28 28| |7 28 ) 4 _ _(1 O)
sth—(4 4 ,D=ad-bc=28 et P = 4 4|7 11 ,SOItPxP =P " xP=|,= o 1/
28 28 7 7
2 1yl 3 8 3Y4 3
1_ -3 3 47 28 -3) 12 12 || 28 28
On obtient M’ =P x M x P l 3|1 17 4 4) 4 o4 a4l
3 4 7 7 12 12 /\ 28 28
M'—ixix(A' 3)( 4 3>_L O -1 ( 34)_L<140 0)
T127 28 4 4/)\ 4 9 -4 T336\48 48 T336\0 336/

5

- 0

M’ = (12 j est bien une matrice diagonale, qui va travadierles vecteurdJ .
0o 1

Intérét des matrices diagonales

_(a 0 , _(a 0 , _(aa 0 Vo n_(a" O)
A‘(o b) etA‘(o b')iAxA ‘(o bb’)'dOUA_ o b/

_( %o _ AN _(an 0)(X) . _(Xn>_(a".xo) {xn:a”xxo
Donc Uo—(yo) = U,=A"xU= 0o b Ay , soit U, = o/ =\ by, - Yo =b" xyp

Application a I'exercice

5

— 0

M):(lz ] etUn+1:M’xUn,d'OUZUn:(M’)nXUO,
0 1

5\n
()= o)) = Portal .
n 1 0 Y, =Y,
Retour versJ, :
PxJ=U « P*xU=J ,s0itPxJ,=U, = P'xU,=J, =« P'x(M)"xUy=J,,

Phx () <P xJo=dy - (7= Z% (i 10](44 5.
Pn 7 % > = (2) +3 %(2)”% 0
3 Fedigd e

~lw

on déduit: py=[ 3 (55 +2] xpo+[ 2(F) +
e

Po est la probabilité que I'air soit pollué le jounitial, ce que I'on connait:pp = 1 ou py = 0, selon

]xqo ,avecto=1—po.

gu’aujourd’hui I'ai est pollué ou non.

Si aujourd’hui l'air est sain pp=0 = p, = %(52) , probabilité que I'air soit pollué dans jours.



lim p, =% , Ce qui signifie que sachant qu’aujourd’huid’ast sain, a terme, il y aura une moyedae3 jours

n - +oo

pollués par semaine (pas nécessairement dans le s&maine).

lim p,=p=3
On atteint alors urétat stableJ : § " f+°° 4 et J =(z> vérifiant M xJ=J.

lim d,=q=7

n - +oo
2 1Y3 8 33 3
3 47| 112 12 |7 _ixl(g 3)(3)_&)(1(36)_1(3)_ 7
1 34| |4 9 (4| 1277\4 94/ 1277\48/"7\4/)7| 4
3 4 N7 12 12\ 7 7
Remarque

Si aujourd’hui l'air est pollué pp=1 = p, = %(%)n +% , probabilité que I'air soit pollué dans jours.

On retrouve lim p, =§ .
n - +oo 7

La probabilité moyenned’'un air pollué est indépendante de la qualité d&air aujourd’hui.

Remarque: Intérét des matrices trianqulaires:

a b c¢ a b c aa'’ ab'+bd" ac'+be'+cf
A= 0 d e|let A=l 0 d e |=> AxA' =| 0 dd' dettef |.
0O O f O o f 0 0 ff

Le produit de deux matrices triangulaires est une ratrice triangulaire.

Il en est de méme avec des matrices strictemamigmiaires (diagonale principale nulle).



