Cours — Applications Linéaires — Calcul Matriciel - c0135

Application linéaire :

Soit V un espace vectoriel, ensemble de vecteurs tel que, pour tous nombres a, b réels :

e

u, Vv eV= au +hbh v eV

On dit que V contient toutes les combinaisons linéaires de ses propres vecteurs.

f estune application linéaire de V dans V’ si et seulement si :
Pourtout u , v eV,ettouta,belR: fa u +b. v )=af(u)+bf(v).
On dit que f est une application linéaire de V dans V' si et seulement si,

I’image par f de toute combinaison linéaire de ses vecteurs est la méme combinaison des images de ces vecteurs.

Exemples :

Soit f: R — IR, telle que f(x) =-3x, pour tout x réel.

Vérifions que f est une application linéaire de IR dans IR :
Soient x,x’ réelset a,b réels: f(ax + bx’) = -3(ax + bx’) = -3ax — 3bx’ = a(-3x) + b(-3x") = a.f(x) + b.f(x") .
f est bien linéaire de IR dans IR.

Soit f: R — IR, telle que f(x) =x?, pour tout x réel.
Vérifions que f n’est pas une application linéaire de IR dans R :

flax + bx ) = (ax + bx’)? = ax? + 2abx.x’ + bx ?

Soient x,x’ réelset a, b réels: {alf(X)Jr bf(x’) = ax? + bx 2

f n’est pas linéaire de IR dans IR .

Soit f: IR — R, telle que f(x,y)=2x+ 3y, pour tout X,y réels.
Vérifions que f est une application linéaire de R? dans R :
Soient (x;Y), (x’;y’)couplesde IR? et a,b réels:
flaX;y) +b(x’;y)] =flax + bx’; ay + by’) = 2(ax + bx ") + 3(ay + by’) = (2ax + 3ay) + (2bx’ + 3by"),
fla(x;y) +bx"; ¥yl =a(2x +3y) + b(2x "+ 3y’) =af(x;y) + bfx"; ).
f est bien linéaire de IR? dans IR.

D ’une fagon générale, f sera une application linéaire de IRP dans IR" tant que l’image de tout p-plet de IRP estun

n-plet de IR", ne comportant que des combinaisons d’expressions linéaires, sans degré, sans racine et autre fonctions.

Ainsi :
f:IR? - IR® telle que f(x;y)=(2x;x+y;-3x+2y) estlinéaire.
g:IR?— IR? telle que g(x;y)=(2x;x+ 1) n’est pas linéaire.

h:IR®*— R telleque h(x;y;z)=-x+ 3y—%z est linéaire.

k: IR — IR? telle que k(x)= (x*;2x + 3) n’est pas linéaire.




Matrice d’une application linéaire :

Soit f application linéaire de IR dans IR".
L’application f est complétement déterminée dés que I’on connait I’'image dan IR" de la base canonique de IRP.

C'est-a-dire que 1’on est alors capable de déterminer ’image de tout p-plet (X1 ;X2; ... ; Xp) .

Exemple :
Soit f application linéaire de IR? dans IR?, telle que f(1;0)=(2;-3) et f(0;1)=(-1;1).
Déterminer f(4 ;-5).

(4;-5=4(1;0)-5(0;1).

Comme f est linéaire :

f(4;-5)=41;0)-5f0;1)=4.(2;-3)-5.(-1; 1) = (4x2 - 5%(-1) ; 4x(-3) — 5%(1)) = (13 ; -17) .

f(1;0;0)=4
Soit f application linéaire de IR® dans R, telle que | f(0;1;0)=-1
f0;0;1)=0

Déterminer f(2;1;3).
(2;1;3)=2(1;0;0)+1(0;1;0+30;0;1).
Comme f est linéaire :
f(2;1;3)=2f(1;0,0)+1.f(0;1;0)+3f(0;0;1)=2x4+1x1+3x0=9.

On appelle Matrice M de I’application f linéaire de IR dans IR", le tableau rectangulaire p x n, p colonnes, n lignes,

tel que la colonne d’ordre i (1<i<p) soit ’imagede & (0;0;...;1;..;0),avec 1 en i position.

Exemple :

SN =(9-1 - 2
f linéaire de IR? dans R® telle que {f(l 1022515 1) = M :[1—
1

f(0;1)=(0;-2;3)

w N o

)

20 X 2x + Oy 2X
On peut alors aisément retrouver I’image de n’importe quel couple (x;y):| 1-2 ( =| Ix-2y |=|x-2y |.
13 y 1x +3y X+ 3y

f(x;y) = (2x; x—2y ; x + 3y) . L’image du couple (X ;Yy) estuntriplet (X;Y;Z). (f linéaire de IR? dans IR®).

012

Soit f linéaire de R® dans R®, de matrice M :(l 2 3 j Déterminer f(-3;1;-1).
2 34

01 2\/-3 0x(-3) + 1x1 + 2x(-1) -1
(1 2 3 j(l j:(lx(-B) +2x1 + 3x(-1) j:(-4 j
2 3 4/\-1 2x(-3) + 3x1 + 4x(-1) -7

On multiplie chaque ligne par le vecteur colonne.

Notation symbolique :
Soit f linéaire de IR™ dans IR".
Soit e (0;0;...;1:0;...0),le 1 étanten i®™ position.

Soit f('ei )=(aui;az2.i;....;an.i),avec 1<i<n.




din ap aiz...... Aim
axn aAx Aa3...... azm 1<i<m indice de ligne

f admet pour matrice M = 1<j<n indice de colonne -

, notée (ayj) avec {

aﬂl anZ an3 ...... an m

Chaque colonne d’ordre i est ’image f( e ) duvecteur de base e (m dimension de départ, n d’arrivée).

Opérations sur les matrices :

- Combinaison linéaire a.M + b.M’ — Combinaison d’applications linéaires a.f+ b.g :

Attention !l f et g doivent travailler sur les mémes ensembles de départ IR™ et d’arrivée IR" .

Soit f linéaire de IR™ dans IR" et k réel.
Soit M = (&;) lamatrice de f.
L’application linéaire g =k.f admet pour matrice k.M = (k.a;) , produit de chaque coefficient de la matrice M par k.
Preuve :
f(?) =(awi; @ i;....; an.i) estle i®* vecteur colonne de la matrice M.

g(ei )=kf( e )=(kawi;kazi;....;kan,i) estle i¥™ vecteur colonne de la matrice M’ de g=k.f.

2 3 4 -6
M:(o -1) = '2’\":(0 2)'

Soit M = (&) lamatrice de f et M’ = (b;) la matrice de g, toutes deux linéaires de IR™ dans IR", p et q réels.
L’application linéaire h =p.f+g.g admet M" =p.M + ¢. M’ = (p.a; + g.b;) pour matrice, somme de chaque coefficient de méme
position dans chaque matrice.

Preuve :
f(ei )=(awi;az.i;....;an i) estle i¥™ vecteur colonne de la matrice M .
g(ei )=(bui;b2i;....;bn:) estle i™ vecteur colonne de la matrice M.
h(e)=(F+g)(e)=f(e)+g(e)=(aui;ais....;a )+ bui;bzi;....;bni),
h(?) = (agi+ byi; azi+bai; ... ani+ bni) estle i*™ vecteur colonne de la matrice M" de h=f+g.

2 3 (14 L (3 2
'V"(o -1) e””‘(z -2)3 M "V'“”M‘(z -3)'

- Produit de Matrices M’ x M — Composition d’applications linéaires ¢ °f :

Attention !l g doit travailler en continuité de f (non commutativité)

f: R" >R
e s erram

Soit M = (a;) , matrice de f, linéaire de IR™ dans IR",
M’ = (bij) la matrice de g, linéaire de IR" dans IR .
L’application linéaire h =g °f admet M" =M’ x M = (cjj) pour matrice (attention, le produit n’est pas commutatif.
On multiplie chaque ligne de M’ par chaque colonne de M.
Preuve :
h(ei )= (g°f( e )=g[f( e )],image par g de chaque colonne f( e; ) de la matrice M.

On multiplie chaque ligne de M’ par chaque colonne de M pour écrire M"=M’x M.



o . 21 -1
f linéaire de IR® dans IR?, de matrice M=<1 -1 2)*

12
g linéaire de IR? dans IR®, de matrice M’=(-l -lj .
4 0

1
g °f estlinaire de IR® dans IR®, de matrice M"=M’"x M =(-1 -1
4 0
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Ainsi :

La 2¢™ colonne de M" est I'image par M’ de la 2™ colonne de M. g(f( ‘ez )) (

FQTEIN ~P R

La 3®™ colonne de M" est I’image par M’ de la3*™ colonnede M. g(f( es))= (

Matrices Carrées :

Toute application linéaire f: IR" dans IR", admet une matrice M dite carrée, ou n x n (méme nombre de lignes et de colonnes).

. f1;0=(2;-1) . (2 O)
- IR2 2 . —
Ainsi f:IR® dans IR telle que {f(O $1)=(0;2) apour matrice 2x2: M= ; , J.

o : L . [ld(e)="er _(1 o>
Cas particulier : f=1d, fonction Identité , soit Id( u )= u , pour tout vecteur u : {Id(?)=? = 1= 01/

Matrice carrée inversible :

Une matrice n x n est dite inversible
si et seulement si I’application linéaire f correspondante admet une réciproque f!, c'est-a-dire :
flof=f ' fl=ldy & MXxM =M xM=1I,.

. oo . 2 1 . . .
Exemple : Soit f linéaire de IR® dans IR?, de matrice M :(—1 1). Déterminer M™, la matrice de f*.
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Une matrice carrée 2x2 est inversible si et seulement si son déterminant D estnonnul ( f* existe).

M =(2 2) admet pour déterminant D =ad - bc (produit croisé).

d
D
M inversible & D=ad-hc#0 etalors M1=

O|» Olo

<
D

On remarquera que a, d permutent sur la diagonale principale , et que b, ¢ ne permutent pas, mais changent de signe, sur la
seconde diagonale.

d b 11

.. fa by /21 _ B L ,_|D D|_|3 3
A|n5|.M—(C d)“(-l 1>:>D—ad—bc—?,(Mestlnver5|ble):>M e a1 2
D D/ \3 3

2x+y=1
X+y=4"

s -3 1) u=(2).v-(4),

L’équation proposée équivauta MxU=V & MI1xMxU=M1xV < U=M1xV

Application : Résolution de {

11
U= : 2(14>:(_§>,soit x;y)=(1;3).
3 3




