Cours — Limites aux Bornes du Domaine — Résuméd 31c0

a) . lim af(><) =100 : Asymptote Verticale x =a (cassure ena).

b) lim f(x) =b (nombre réel) : Asymptote Horizontaley =b.
X — too

c) lim f(x) =00
X — too

a) lim f - 400 : Branche Parabolique sur I'axey’y (croissance trés rapide).
X — *oo

X — too
lim  f(x) —ax = 400 (sans asymptote oblique)
X — too

B) lim fg _ a (nombre réel) : Croissance Affine
X — *oo

{ lim f(x) —ax=b (Asymptotique Oblique y =ax +b)

y) lim 9 _ 0 : Branche Parabolique sur I'axex’x (croissance tres lente).
X — *oo

Ol

=oo (diviser par énorme devient minuscule

Expressions pratiques (sans validité mathématique .
=0 (diviser par minuscule devient énorme

8|~

Exemple a) : Asymptote verticale

. _2x-1 . )
Soit f(x) =312 " Etude deX Ilmzf(x) :
lim f(x)= lim f(x), par valeurs inférieures
X - -2 X— -2
ere -4 X< -2
1" methode  On notera Xlim2+ f(x) = Iim2 f(x) , par valeurs supérieures
— - X— -
X>-2
. : ) 2X-1-2(-2)-1=-5 . _5_
- Six—»-2 (-2,1;-2,01,-2,001...) {x+ 2, (-2)+2=0 - dou: § Ier)Zf(x) =5 = +00 .

- Six—-2" (-1,9;-1,99,-1,999 ....) {)2(’:_21_’(22(5)21_21_3'5, dod s lim_f(x) :6_5}:-00.
— (- = X - -

. 2x-1—--5 T
Si x— -2 { s ,soit  lim f(X) = +oo
X+2—0 X - -2
On notera, plus sobrement : .
. N { 2Xx—-1—-5 it lim ) =
Si x— -2 X+ 20" ,50|tXLn)2+ (X) = -0

En approchant de& = -2 (valeur interdite)f(x) monte vers e , ou descend verso{fracture).
La courbe représentative présente ueymptote verticaled’équationx = -2.
2™ méthode x ne peut prendre la valeur -2 , hors domaine.

soit par valeurs négativesh(~ 0 ,x — 2)

On posex = -2 +h, puis on fait tendrén vers O{ soit par valeurs positivesh(— 0*, x — 2°) -

_x-1_2(2+h)-1_5+h_, 5 o 1
f(x)_x+2_(—2+h)+2_ h =2 Sih—>0, alorsp—e.

im0 = lim (2 _% = 4o
X -2 h -0 h . . .
. asymptote verticaled’équationx = -2.

lim  f(x) = lim
X - -2¢ () h - 0*
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Exemple b) : Asymptote horizontale

2x—1
X+2°

Soit f(x) = Etude de  lim f(x):

X — too

. . . . . . . - 1
On factorise le degré& commun entre le numérateur et le dénominateinr daffaire apparaitre des term)(?s

On exploite : Iiml:O.
X»iwx
1 1 1
2x—1 X(z_x> 2=y L N 2
f0=3753 = N = » dou: lim f() = lim 5 |=1=2.
X X(l +;) 1 +; X — *oo X — oo 1 +=

Lorsque x tend vers les infinisf(x) tend vers 'ordonnée +2 (on peut préciser sivadeurs supérieures ou inférieures,
en étudiant  lim(f(x) — 2) ).

X — too

La courbe représentative deprésente une@symptote horizontaled’ordonnéey = +2.

On peut aussi dire, qu'aux infinis, un rapport deofynémes se comporte comme le rapport des plus hidegrés

. 2xX-1_ . 2X _
lim = |lm ==2.
X+ 2

X — too X — too
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Exemple c) a) : Branche parabolique sur I'axe y'y (croissance infinie, trés rapide)
Comme les puissanced avecp > 1 ou les exponentielleg®.
Soit f(x) =x*+ 2 —1. Etude de lim f(x) :

X — too
Plus x est important, plus sa plus forte puissanceaagéssignificative :
x=10: xX*=1.000 etx®+2x—1=1.019.
x=100: x’=1.000.00 et + 2 —1=1.001.009 ...

On peut aussi dire, qu’aux infinis, un polyndme semporte comme son plus haut degré

lim C+2x—-1)= lim (X3 = o0 .

X — too X — too

Plus le degré du polynéme est important, plusdissance est rapide, mais toujours inférieurela de € .
Ces croissances rapides vers l'infini, supérieareslle d'une droite affine, sont appeléesBiesiches paraboliques

sur 'axe y'y (elles s’incurvent en se rapprochant plusyte que dex’x ).

1284
110+
100+
90+
80t
70+
60+ y = exp(x)

y =x"3,

50+ = xr2

401

301

y = xiac(x) = x(3/2)
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iy sl  auraune croissance aux infinis |dent|qu)(?2-a: x? (Branche parabolique ext).

La fonction f(x) =

Exemple c) B) : Branche affine — Croissance de droite obliqueavec asymptote oblique ou non.

1) Soit f(x) =x++/x. Etude de lim f(x):

X — too

On constate que  linf(x) = lim (x +\/;<) = o0 .

X — +oo X — +oo

Il faut étudier la « vitesse » de croissance dmlabe C; .

On compare la vitesse déx) a celle dey =x (bissectrice des axes) :

f0) _x+x _
X X

1 . f(X . . . .
+—+~ = lim 69 1, notéa. La croissance est de vitesse similaing= X .
X X — +oo

On étudie I'écart a I'infini entreC; ety =x:

f(x) —ax=1f(x) —x =\/;< = lim (f(x) —x) = 40 . La courbeC; prend l'inclinaison dey = x, mais le

X — +oo

phénomeéne est lent, et la courBe s’écarte infiniment dey = x, tout en prenant son inclinaison.

Il 'y a pas d’asymptote oblique.
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2) Soit f) =X 221 Erdede lim f(x)
X + 1 X — oo
X2
On constate que linf(x) = lim == lim X = oo,
X - oo X — too X — *oo

) e X . . o
lim = lim = =1=a. La croissance est de vitesse similairg=Xx .
X — too X — oo

m_x2+3x—1:
X X +X

On étudie I'écart a I'infini entreC; ety =x:

_ X+ X=-1 R+ X-1 xX*+x_2x-1 : e 2xX=1_ .
f(X) —ax=f(x) —x = 1 5T X1l T x loxrl > lim (f(x) —=x) = lim X+1—2—b.

X — too X — too

La courbeC; prend l'inclinaison dey = x, et le phénoméne est suffisamment rapide, poaitajaourbeC; se stabilise
avec un écart vertical +1 au dessusydex , en prenant son inclinaison.

Il y a asymptote obliquey =ax+b, soity=x+ 2.

lim [f(x) —@x+b)]=0 < Asymptote obligue D:y=ax+b

X — oo
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Exemple c) y) : Branche parabolique sur I'axe x’x (croissance infinie, trés lente)
Comme la fonctiom/x ou les logarithmes IxY.

Soit f(x) =\/2x—1. Etude de lim f(x):

X — t00
lim (2x—1) = 40
) . X — +oo
On constate que  linf(x) = lim \/2x— 1 = +e0 , sachant lim \/;( = +co0

X — +oo X — +oo
X — +oo

Il faut étudier la « vitesse » de croissance dmlabe C; .
On compare la vitesse déx) a celle dey =x (bissectrice des axes) :

Ki—‘(l:\lzf(_l:\/zx)(?l:\/f—x% cou lim 2= lim %=0. Dou:
X - X — +o0

+o0o

Iimﬂi—?=0.

X — +oo

La croissance vers l'infini dex est beaucoup plus forte que la propre croissegicel’infini de f(x) , ce qui fait que le
rapportﬁi—((2 tend vers 0, comme le fa%.

Cette croissance lente vers l'infini, inférieuredlle d’une droite affine, est appel®anche parabolique sur x’x

(elle s'incurve en se rapprochant plusxig que dey'y ).
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