Cours —Dérivation de Composition de Fonctions — c0124

Montrons que : (v°u)’=(v’° u)xu’
q

Soit u une fonction dérivable en x =a et v une fonction dérivable en y = u(a) .

(V o u) ,(Cl) = lim (V ° u)(x) _ (V ° u)(a) = lim v[u(x)] _ v[u(a)] ,

X—a x —>a X—a

(v° (@)= lim LA @], 1y, u) —ula)

u(x) —u(a) x»a X—a

Remarques importantes :

Une fonction dérivable en un point est continue en ce point.

La continuité en a est un préalable indispensable a la dérivabilité en a .

Si la fonction n’est pas continue en a, elle ne peut pas y étre dérivable.

Preuve :

f dérivableen x =a < lim fx) - fla) calculable dans R .

X 2a X—a

Lorsque x tend vers a,1’écart x —a devient nul, ce qui rend la fraction incalculable .... Sauf'si :

si son numérateur devient lui-méme nul (on a alors une forme indéterminée ).

0 n’est pas calculable il n’existe pas de x réel tel que x = 4 ,soit 0 x x=4 (cas impossible).

Par contre :

0 "y . 0 . .
0 est calculable, tout x réel étant solution : x 0 © 0 xx=0, toujours vrai.

(cas indéterming).

lim [ =fa)

n’est calculable que s’il se met en forme indéterminée , donc que lim f{x)=f(a).
X 2a X—a X —=a

f continue en a <& lim f{x) =f(a)
X —a

Plus x se rapproche de a, plus f{x) se rapproche de fla) .

Il n’y a pas de fracture de la courbe représentative de fen x=a.

Retour a la dérivation de v ° u :

v dérivable en u(a) impose v continue en u(a), soit 1im( ) v(y) =v[u(a)] < 1im (v(y) —v[u(a)])=0.
y —>u(a y = u(a)

_ N e e P
Posons y =u(x) . On peut écrire ~ lim Y uuyzx) _1;(;;;1 - 1_1%1) JXH[(%)Q] =v’[u(a)] calculable.
(v°u)'(a)= lim %[(%)QH X 11_) ﬂ{u—) =vu(a)] x u'(@)= " °u)a) *x u'(a),

(e uw)(@=10"°u) xul(a).



Conclusion :

{u derivable en x

L = v°u dérivable en x
v dérivable en u(x) ’

(v°u)’=(v’°u) xu’

(v u) () = (v u)(x) X u(x) = v Tulo)] x w'(x) .

Formule d’usage, bien qu’incorrecte :

[v@)]’=v’[u] xu’.

Exemple 1 :
Soit flx)=@*+x—1)>.

(X - u) =2 +x -1 ) =2x+1
J est la composée de {Z;C_)Zg)):; +x {Z(();)):;CJF
v u)(x)=vu@)]=v(x*+x—-1)=x"+x- 1) =£x).

f=v°u = f/=(@W°u)xu’.(u’ estécriten rouge pour inciter a ne jamais 1’oublier).

J@) = v Tu@)] < w'(x) = 2[u(x)] * u'(x) =263 +x+ D(2x + 1).

Meéthode rapide :

f est de la forme ? .
On dérive comme pour (x?)’ = 2x, sans oublier de multiplier par u’.

f=u* = f=2uxu’ ,soit f(x)=2(*+x+1)2x+1).

Exemple 2 :

Soit fix) =

Sx+1°

v (x :-% :

f est la composée de {
X

u:x —ulx)=5+1 u'(x)=>5
avec

v:x—»v(x):§

e uwx)=v[ux)]=visx+1)= le_i_ 1 =flx) .

1 5

S KNI RO S
f(X) =V [u(x)] u (X) - (M(X))2 ( ) (SX + 1)2 5 (SX + 1)2 .

Meéthode rapide :

f est de la forme i .

On dérive comme pour (% ) = -% , sans oublier de multiplier par .

_1 S B A S B
ffujf u2><u uz ’SOItf(x) (5x+1)2'



Exemple 3 :

Soit flx) =\x> +2x>.

f est la composée de {

u:x — ulx)=x+2x2

u’(x) =3x>+4x
vix — v(x) :\/;c avee

V() —2—\1/;

(v ° w)(x) = v[u(x)] = v(x® + 2x3) =x> + 22 = f{x) .

N e e T

Meéthode rapide :

f estde la forme \ﬁt .

2+
1 1 (3% + 4x) = (3x° +4x)

3 402 ’

On dérive comme pour (\/;c ) = # , sans oublier de multiplier par .
x

u’ __(3x*+4x)

_ S BV ) =
f=\u=r 2\/;”, 2\ﬁl,sonf(x) ek

Formules a retenir :

@ =nu""'.u’ (%) =-#




