Cours — Calcul Intégral — c0106

1/ Notion de Pavé Elémentaire :

Soit un repére orthogonal (5; T) , le vecteur unitairei des abscisses, ayant une longuaiyexprimée dans une unité

., e z 1
guelconque cm, mm, ...), et le vecteur unitajrees ordonnées, ayant une longuetr

On définit ainsi unpavé élémentairdont l'aire est égale au' (Longueur par largeur).
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Le pavé élémentaire précédent a pdirre : ux u' = 2cnf .
Le calcul intégral permet de mesurer dessurfaces et desaires entre deux courbes, par le calcul du nombre de pas

élémentaires entre ces courbes.

2/ Calcul approché d'une Surface :

- Une surface est une notioralgébrique, donc de signe positif comme négatif.

- Une aire est une notiorarithmétique, donc toujours de signe positif.

Le calcul intégral ne mesure que desurfaces, donc fournit des résultatsalgébriques. Ses résultats doiventensuite étre

adaptés pour mesurer desaires arithmétiques.

fb f(x) dx mesure lasurface (nombre algébrique de pavés élémentaires) Enteurbe représentative deet 'axex'x, en
a

tenant compte du sens dans lequel se fait le per@s x< b, et la valeur, donc le signe de l'ordonrfé9 selon la position de

X, qui varie dea vers b.

fb (a(x) —f(x)) dx mesure lasurface entre la courbe représentative et celle deg, en tenant compte du sens dans lequel se
a

fait le parcoursa< x< b, et la valeur, donc le signe de la différencedianéesg(x) — f(x), selon la position de, qui varie de

a versb.

Comme l'axex'x des abscisses a pour équathyx) = 0 , on doit voir quefIO f(x) dx = fb (fC) —h(x)) dx.
a a

b
Dans la notationfab f(x) dx, qui pourrait étre notég’_ f(x) dx, on fait la sommede rectangles dbauteur algébriquef(x) , de
a

largeur algébrique dx donc desurfaceqalgébriques)f(x)xdx , aprés un découpage de l'intervadie f] en largeursdx



rendues de plus en plus petites, afin que cettensode rectangles se confonde au mieux avec lacsugfare la courbe

représentative dé et I'axex'x des abscisses.

flS f(x) dx est grossieremenninoréepar la somme desurfacessous les 2 rectangles hachurés :
flS f(x) dx=f(1) x 2 +f(3) x 2 = 7,33 pavés avedx=h=2.

&
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flS f(x) dx est grossieéremennajoréepar la somme desurfacessous les 2 rectangles hachurés :
flS f(x) dx< f(3) x 2 +f(5) x 2 = 30,67 pavés aveitx=h=2.

D'ou: 7,3X fls f(x) dx< 30,67 pavés (approximation trés grossiére).

On réduit ensuite la largeur commune a chaquenglgapar exemple en doublant successivement Idreode ces derniers,
jusqu'a encadrer de mieux en mieuwslarface a calculer.
]
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f15 f(x) dx est plus finementinoréepar la somme desurfacessous les 4 rectangles hachurés :
fls f) dx<f(1)x 1 +f(2) x 1 +f(3) x 1 +f(4) x 1 =9 pavés avedx=h=1.
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flS f(x) dx est plus finementajoréepar la somme desurfacessous les 4 rectangles hachurés :
fls f(x) dx<f(2) x 1 +f(3) x L +f(4) x 1 +f(5) x 1 = 13 pavés avedx=h=1.
D'ou: 9< fls f(x) dx< 13 pavés (approximation meilleure).

De proche en proche, on atteint ainsi une apprdioméares fine de_:fls f(x) dx.

n
On pourrait dire :fls f(x) dx :hlim0 (NZ f(a + kh) x hj , ou n mesure le nombre de rectangles contigus, dedargeque I'on
~o\Z,

trouve entrea et b .
Dans cette derniére notation, on retrouve la nad®surface des rectangled'approximationf(a + kh)xh que I'on rapproche de

I'écriture théoriquef(x) dx .

3/ _Exemples de Surfaces et d'Aires basiques :

3

--------

[ f f(x) dx = (+7)x(+2) = +14 pavés f ; f(x) dx = (-7)X(+2) = -14 pavés

SP=+14 etAP =S} = +14 3=-14 etA3=54=+14

2 2
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f ;5 f(x) dx = (+8)x(-1) = -8 pavés f : f(x) dx = (-8)x(-1) = +8 pavés

S3=-8 etA3=[5Y=+8 38 etAd= = +8



Remarques _I;a f(x) dx = -fb f(x) dx fa f(x) dx = 0 (largeur d'intégration nulle).
a a

Jofx) dx = [P f(x) dx + [°f(x) dx (relation de Chasles).
a a b

-3 B l-l N ‘\i 1+ 3 4 5

si=] 209 dx = (+4(-1) + (+2)(+3) = +2 paves

A =AZ+AZ= 89 +S3
INER(S 2210 dx) + f+ “1(4) dx

A% = A2 = (+4X(+1) + (+2)(+3) = 10 pavés

Surface entref(x) et |'axex'x

SEE f;z f(x) dx = +6,67 pavés

On a fait le bilan (positif/négatif)

entrey =f(x) etl'axex'x: y=0

Aire entre f(xX) et I'axex'x
A3 =(f 1100 dx) + [0 dx

A3 =A% =-(-2,33) + (+9) = 11,33 pavés

Tout est compté empositif.

3 A ll i 17, 2 3 4 3
. - 1" \\ \\ - . -

S3= 7109 dx = (2x(+3) + (4)(-1) = -2 pavés

AG=AG+AG=B4 +S3
A= J2109 dx + (f11(x) dx)

A;Z= A" = (+2%(+3) + (+4x(+3) = 10 pavés

Surface entref(x) et g(x)

S%= f;z (f(X) —g(x)) dx = -3,47 pavés

On a fait le bilan (positif/négatif)
entrey =f(x) et y=g(x) par la différencef(x) —g(x),
négative sur [-3;-1] et positive sur [-1 ; +2]

Aire entre f(x) et g(x)
A% = (f (100 —g09) dx) + [ 72 (109 —g0) dx

A2=A;3=10,22 + 6,75= 16,97 pavés

Tout est compté empositif.



4/ Relation entrePrimitive d'une fonction continue eSurface:

Soit F(X) la fonction qui mesure en pavés élémentairesuidace entrey =f(x) et I'axex'x, de l'abscissa jusqu'ax:
— X
FX) = fa (t) dt .

(On aremplacé part comme variable d'intégration, car ne peut pas étre simultanément une borne d'atiégret la variable

entre a et cette borne).

En rapprochant ou éloignamt de l'abscisse , on modifie lasurface F(x) = fax f(t) dt, ce qui justifie sa notation sous forme de

fonction de la variablex .

La surface suivante estAS=F(x + h) —F(X) que l'on encadre entre un rectangle minoranhetctangle majorant :

i)

x+h)'/ - )/

4 s * g ®hog g

4 5 ® g whog

Minorant : f(x) x h Majorant : f(x +h) x h

Dot : f(x) xh <AS <f(x+h) xh = f(x)s%s f(x +h) puisqueh> 0, soit : f(x)sﬂx—”]h‘ﬂ’—Q < f(x+h).

La fonction f étant supposéeontinue sur son domaine, on sait que Olf(nx +h) =f(x) .

En conséquence h I(%F\Er!&hh_ﬁ()—(2 =f(x) , soit F'(x) =f(x) .



La fonction F(x) = fx f(t) dt qui mesure en pavés élémentaires laurface algébriqueentre la courbe f(x) et I'axe x'x est
a

la primitive de f, nulle en x =a, puisque F(a) = faa f(t)dt =0.
Remarque Dans la pratique, on choisitpaimitive F(x) de f sans constante, car si la_bonnerimitive estG(x) = F(x) +k:

f;’ f(t) dt =G(b) =F(b) +k et faa f(t) dt =G(a) = 0 =F(a) +k , d'oti k = -F(a) .

On déduit :fab f(t) dt =F(b) —F(a) noté [F(X)] Z= F(b) —F(a) .... donc prendré= sans constante.

Exemplel : Calcul de f: (2x% + 3 — 5)dX..

f(x) = 2¢ + 3x— 5 admetF(x) =§ X +%x2 — 5 pour primitive :

s3= [ dx = [2 (20 + 3 5)dx=[§ % +§x2— 5xﬁ =[F] °=F(3)-F(:2) =%5 pavés = 5,88 .

: - . . : S
Pour calculerA_g : On cherche les intersections i@vec l'axex'x , soit o = > etB=+1.

AS=AL+A3=-(Sh) +S3=+( f 21 f(x) dx) + f 13 f(x) dx = -(F(1) —F(-2)) + F(3) —F(1) =F(-2) +F(3) — (1)

A3 :IT%pavés =32,88U'".



Exemple2 : Calcul d'une Aire entre deux graphes.
Il faut tout d'abord tracer les deux courbes regrgives concernéesuE 2 cm ,u' = 1 cm).
Soit f(x) =x—1 etg(x) =3+ 1.

Apres étude, les graphes sont les suivants, eblabes se coupenten=-2 (y=-3) etx=1¢=0).

On constate que sur l'intervalle [-2 ; +1] ladmureprésentative dg est toujours au dessus de cellefde

L'aire est donc égale a laurface S= le (9(x) —f(x)) dx (en nombre de pavés).

Pour calculer dlire entre deux courbe, on fait toujours :

Intégrale de "Fonction du dessus moingonction du dessous” .

S= le [(-x2 +1) - k- 1)]dx= le (-x2_x +2) dx:[%x3 _% 2 4 z(]i = [F(X)]_é =F(1) —F(-2) pavés.

11 8 5 _ = fo — =9 -
s_(_3_2+2)—(3 2 4)—§paves—-guu—+§><2cnf—9crﬁ.



