Ecriture trigconométrique d'un nombre complexe :

Soit z=a+ib.
On sait que |z | ="\ /z? :‘\/az + b , module de z, exprime la longueur OM , pour M(a ; b) d'affixe z.

11 est généralement convenu de noter p=|z|=1a®+ b = ||O—M|| . (Onnote aussi p=r).

L'angle polaire de OM , appelé argument de z , est 'angle orient¢ 0= ( i ; OM) [27] , qui mesure l'inclinaison de OM .

OP =a=|OM)]|.cos &
Si P et Q sont les projections orthogonales de M sur x’x et y'y,ona | —— .
0OQ =b=||OM]||.sin O

J cos0=<
11 est généralement convenu de noter 0= Arg(z)=( i ; OM) [2n], tel que ZE) .
[ sin 0 =—

p

Module et Argument de z
p=|z|=Na+ 7

a

Catih > J cos 0 :E

Zd 0 = Arg(z) tel que b

[ sin 0 = E

Exemple 1 :

Soit z; =1- r\/§ , déterminer le module et un argument de z; .

p=[a®+ B =+1+3=1/4=2. (longueur de OM)

cosE):%:%
b }E =0 E-%[Zn] . (angle polaire (i ;OM).
sinf=—=-
p 2
Exemple 2 :

z

Soit le nombre complexe z de module p=1 et d'argument 0=+ 5

Donner 1'écriture algébrique de z .

0056:% < a=pcos O et sin6:§ < b=psin 0. Donc z=a+ib=p(cos B + isin 0)

T,.. T L
= + =0+ 1i=
z=1(cos 5 tising )=0+1i=1i.

Si|z|=p et Arg(z) =0, il est courant de noter z[p ; 0] , de méme que z=a + ib peut se noter z(a ; b) .

z2[p ;0] < z=p(cos O +isin 0) = (pcos 0) + i(psin®) =a +ib=z(a; b)




Formule de Moivre :

z[p;0] et 2'[p';0'] = zz'[pp';0+0']
ou encore
z=p(cos O +isin 0) et z'=p'(cos O’ +isin 0) = zz'=pp'[cos (0 +0") +isin (0 +60")]

on multiple les modules et on ajoute les arguments

Preuve :
zz"= p(cos O + isin B)p'(cos B’ + isin B") = pp'(cos O + isin B)(cos B’ + isin B)
zz"= pp'(cos B.cos B’ + isin B'.cos O + isin B.cos B’ — sin 0.sin 6")

zz'= pp'[(cos B.cos B’ - sin O.sin B") + i(sin B.cos O'+ sin B'.cos 6)] = ppTcos (0 +6") + i sin (6 + 0] .

A partir de cette formule, il est aisé de déduire :

z[p;0] = z" [p"; nB] ouencore z=p(cosO +isin0) = 7" =p"(cos nO + isin nO) , n €N

z[p;0] = %[%;-9] ou encore z= p(cos O + isin 0) =

2N |t

(cos O - isin 0)

o =

Preuve :

Soit 2'252 p'(cos ' +isin 0') .

zz'= zé =1 < p(cos 6 +isin B)p'(cos B'+isinB)=1 < pp[cos(B +0') +isin(6 + 6")] = 1 = 1(cos 0 + isin 0)

z=7' < p=p'

Identification trigonométrique de deux nombres complexes { 0=0'[2n]|

Onconclue: pp'=1 et 0+0'=0[2n], soit p':é et '=-0[2n]. Donc éz (cos (-0) + isin (-0)) :ﬁ(cos 0 -isin 0) .

o |—=

On peut en déduire :

z[p;0] = ZZ[p’; pO] ouencore z=p(cosO +isin®) = 7 =p’(cospO +isinpB) , peZ

Ainsi z=\3+i=[2:2%] = Z—gzz'3:[2'3;-%]:[

>

L os T iinEy= L
]78(cosz-zsm2) e

0 |—
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Notation exponentielle de 1a formule de Moivre, dite Notation d'Euler :

La notation d'Euler n'est qu'une autre présentation de la formule : z[p; 0] et z'[p';0"] = zz'[pp'; 0+ 0.
Faire le produit des modules et I'addition des arguments est similaire au comportement des puissances et exponentielles :

m rm' — 1 m +m'
ka" x k'a™ = kk'a .

On pose €®=cos 0 +isin@® , d'ou: z=p(cosO +isin Q) = pe®




Toutes les formules des puissances sont alors applicables :

Z:peze’ Z!:p!eze = ZZr:pp!et(e+e) ; Z:peze = Zn:(pete)n:pneme et ;:ﬁ:_e—

Remarque :
. ) z =a—ib=pe™=p(cos O - isin O
z—a+ib—pe’e—p(cos@+ism6):>{Z p. p( ) .
-z=-a—ib=pe™* = p(-cos O - isin 0)
Exemple :
Soit zj=1—i et Z,=1+4/3.

4
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Donner la notation exponentielle de z, et z, . En déduire Z :Z—13 sous sa forme algébrique.
2

21:1—i2> p1:|21|:'\/§ et

sin 0 b L
e TR 2
00562:%:%
2
22:1+f\/§:>p2:|22|:'\/222 et a lB d'ou 62*4‘_322_28’“/3
sin 9, ===
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