Cours - Théoréme de Bézout - Théoréme de Gaud864c

Soient a_et b _deux entiers relatifs non nuls, et soit® leur PGCD :

L’ensemble des multiples ded est identique a I'ensemble des entiers relatifeda forme au + bv, pour toutes les valeurs
de u et v prises dansZ .

Autrement dit x=au+bv = x=kd, aveck,u,vOZ et d=PGCD@|, p|).

Preuve :
1) Soitx=au+bv, avecu,vOZ , montronsx=kd, aveck O0Z :

0la>a=06a ,adZ,5|b=>b=03b",b’0Z,dou x=au+bv=95@'u+b'v) =kd.

2) Soitx=kd,aveckdZ , montronsx=au+bv, avecu,vOZ:

Soit &' le plus petit élémerstrictement positifde E={au+bv,0u,v0Z}, donc s'écrivant au + bv.

Montrons tout d’abord quer est diviseur de tous les termes de la formmer bv, ou ce qui est totalement équivaleaju {+ bjv :
Si a ne divise pas exactement un terme positif gju + pjv, ladivision euclidiennele x par a donne :
X=qgo+r avec 0 <a ,soitr =x-qga = (jaju + ppv) - (lpju’ + pjv’) puisquea , qui appartient lui-méme & , s'écrit sous la

forme a = gju’ + pv' .

(remarquer que si I'on avait choisi un< 0 ,x = jaju + p|v, il serait 'opposé de’ = x = jg|(-u) + p|(-v) , et le raisonnement

s’appliquerait ax’ ).

Donc, r=j|(u" -u) + b|(v' -v) OE, avecr >0 etr <a, ce qui est en contradiction avec le fait quesoit le plus petit entier
positif de E .
On concluer =0, soitx=qa .

Tout entier aut bv est multiple dea , le plus petit entier positif de cette formeit au+bv=ka ,kOZ .

Nous avons vu au 1) queu+bv=kd, donca =kd, avecd = PGCD(@| , p|).
a=al+b0O0E= a=Ka etbh=a0+b.10E= b=K'a ,donca estdiviseur commun da et b, or: * Tout diviseur
commun dea et b_est diviseur de leur PGCD% , d'ou d =k'a .

o=kd et d=ka,aveck, K ON"= a=85.

On conclue donx =kdé =ka =k(faju’ + pv') =aU +bV , avecU ,VOZ .

Tout x=kd s’écrit sous la formewu + bv, d’ol le théoréme initial.



Conséquence 1 : Théoreme de Bézout :
Si 8=PGCD@,bh) ,ilexisteu,vOZ telsqueau +bv=37.

C’est une conséquence de=9.

Conséquence 2 : Théoréme de Gauss :

Si a divise exactementbc , alors que a est premier avech, alors a divise exactementc .

Preuve :

a premier avech = PGCD @&,b)=1,notéallb=1 = &6=1.

D’apres le théoréme de Bézout : Il existev 1 Z tels queau+bv=0=1.
au+bv=1= acu+bhcv=c.

Comme a|ac (adivise exactemenac) et a|bc, par hypothése , on déduat|c .

Application : Résolution d’équations de la forrae + bv=c aveca,b,c connus dan& , et u,v a déterminer danZ .

Résoudre : 4 + 12 =23 dansZ.
2 divise 4« et 1%, donc divise #+ 12, alors que 2 ne divise pas 23. Il ne peut dotister de solution.

Résoudre : & + 12 =22 dansZ.
0=PGCD (8;12)=4.

4 divise & + 12, mais ne divise pas exactement 22x12 . Il ne peut donc exister de solution.

Résoudre : & + 12y =32 dansZ.

5=PGCD (8;12)=4.

a) Simplifier préalablement paPGCD(| , p|) :
L'équation devient : 2+ 3y =8

b) Invoguer le Théoréme de Bézout, selon lequelisteexne solutionu,v) & au+bv=23, puis:

Inventer une solution particuliere d@x + 3y =1:
(u,v)=(-1;+1) vérifie a+3v=1.
c) Soustraire lasolution particuliere (u, V) de 2x + 3y =1 de sasolution générale (x, V) :

2x+3y=1
{m+w:f>

20¢-U) - 3(/-V) =0 , soit 2+ 1)=3¢-1).

d) Appliquer le Théoréme de Gauss
2|3¢-1),0or PGCD(2;3)=1,donc 2{1= y-1 multiplede 2> y-1=%,k0Z.
Reportdans Z(+ 1) =3f-1)= 2+ 1) =3(X) = x+ 1 =X (remarquer qu'’il s’agit du méme k

Conclusion : 8 + 12y = 32 admet une infinité de couples solutiors ) 1 Z xZ , de la forme :

x=-1+X, y=1+X pourtoutkOZ .



