FONCTIONS EXPONENTIELLES - FONCTIONS LOGARITHMES

1. De la fonction exponentielle (de base €) a la fonction logarithme népérien

1.1. Théoréme

La fonction exponentielle (de base €) est continue, strictement croissante sur R et :

lim €=0 et lim &=+

X—>—0 X—>+00

Démonstration :

Continuité

Lafonction exponentielle est solution, sur R, del'équation différentielley' = y. Elle est donc nécessairement
dérivable sur R et par conséquent continue sur R.

Stricte monotonie

La fonction exponentidle est strictement positive sur R et égale a sa dérivée donc ele est strictement
croissante sur R.

Remarque : la croissance de |'exponentielle se traduit par :

e<e o xxy|

(Vair illugtration, figure 1)
Cette derniére propriété sera trés utile pour établir desinégalités ou pour résoudre des inéguations.
Limites

Montrons, tout d'abord, que pour tout x € R :

X

e" = X
Pour cela, on éudie les variations de la fonction g définie sur R par : Technique & connatre : pour comparer
g(X) —&_x deux quantités, on &udiele sgnede
leur différence.
Lafonction g est dérivable sur R et pour tout x € R :
g =€e-1=¢€-¢

Comme la fonction exponentielle est croissante sur R, on en déduit :

x>0 &2 < gX=0
D'oll le sens de variation dela fonction g :

X | —o0 0 +00

Signedeladérivée g — 0 +

Variations de la fonction g \ /

Lafonction g admet un minimum m strictement positif en 0:
m=g0)=e’-0 =1
Par conségquent lafonction g est strictement positive pour tout rédl x, d'ou :

pour tout X € R, €* = x
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Or, nous savonsque lim X = +oo.

X—>+00
Du théoreme de comparaison des limites, on en déduit que |'exponentielle admet une limite en +oo €t :

lim e‘=+w
X—>+00

Posons X = —x. Si x tend vers —oo alors X tend vers +co.

. 1 1
Comptetenu delardation e* = — = —x housavons:
e e

1
: X : . : X
lim e"= lim —- =0 (puisque lim e” =-+o)
X—>—00 X—>+40 @ X— 40

La courbe de lafonction exponentielle admet donc, en —, une asymptote horizontale d'équation y = 0.

Ce qui acheve la démonstration du théoreme 1.1.

Exercices:

e Démontrer que, pour tout x € R : l+x< e

2
. X
e Démontrer que, pour tout x € R, ona: 1+x+ > < e

o Déerminer |'approximation affine de la fonction exponentielle au voisinage de 0.

1.2. Corollaire

Lafonction exponentielle est une bijection de R sur R

Démongtration :
On rappelle qu'une application f : E — F est une bijection lorsque tout élément A de F admet un et un seul
antécédent ¢ dans E (ou de maniére équivalente, I'équation f(x) = A admet une unique solution ¢ dans E).

Soit & e R’ . Comme la fonction exponentielle est continue et strictement croissante et a valeurs dans R, le

théoreme de bijection assure I'existence d'un uniquec € R tel que e’ = A.

Cosp

Figure 1

-1t

Conséquence : I'exponentielle éant bijective, on a:
€= < A=B
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1.3 Définition

On appelle fonction logarithme népérien la bijection réciproque de lafonction exponentielle. On lanote In.

Lafonction In est donc définiesur R’ et avaleursdans R :

In(x) n'adesensque pour x>0
Soit M(x, y) un point de la courbe de la fonction logarithme (voir figure 2) dans un repére orthonormé (O 0, ]) .
Onadoncx € R ety=In(x).
Comme la fonction In est la bijection réciprogue de la fonction exponentielle, on a alors x = €’. Donc le point
M'(y, X) est situé sur la courbe de la fonction exponentielle. Or, le point M'(y, x) est le symétrique®™ du point
M(x, y) par rapport aladroite A d'équation y = x. En conséquence :

L es courbes Cq, €t Ci, sont symétriques par rapport ala premiére bissectrice A (droite d'équation y = x)

Cosp

Figure 2

Puisque les fonctions exp et In sont réciproques I'une de l'autre, on a:
In(e*)=x pour tout x € R

In(

€"™ =x pour tout x € R*

(B=In(A) et A>0) < (A=¢€)

Et également : Ine)=1;In(1)=0
Exercices:
o Démontrer que, pour tout x € R, on a: 2x < e

A-t-on: 3x < e* pour tout x € R ? Soit a € R. En éudiant lafonction f, définie sur R par f,(x) = € — ax,
déterminer le plus grand réd atd que: ax < e* pour tout x € R. Interpréter graphiquement en terme de
tangentes (a des courbes que I'on précisera)

e Comparer sur R, e*et x°. Puis e“et x3.

- -
@) En effet, le milieu du segment [MM'] est bien sur A et d'autre part lesvecteurs MM’ (y— X ; X—y) e u (1 ; 1) sont bien orthogonaux.
Fonctions exponentielles et logarithmes Page 3 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

1.4. Théoréme Autres limites avec des exponentielles

X

. . e
e Pourtoutne N : lim —=+w
X—40 X
lim x"e*=0
X——00
X
e En particulier : lim —=+w
Xx—>+00 X
lim xe*=0
X——00
eX
e Tangenteal'origine: lim =1
x—0 X
X X X
. e . e . e .
Exemple: lim — = lim —x 4yX=+0w ca lim —=+w e lim &=+w.
X—>+00 \/; X—>+0o X Xx—+o X X—>+00

Démonstration :

e Montrons: lim —=+o00
X—>+0 X
On sait que pour tout X € R : e > X
X
- X — X
En particulier pour X= — : entl>
n+1 n+1

n+1

Par croissance de I'applicationt = t™~ sur R., on apour tout x € R, :

n+1

e = X—l
(n+)"*
X
s e X
D'ol, pour x € R : i,

X" (n+1)"*t

Comme lim ————= o0, on en deduit facilement par comparaison que :
X—>+00 (n+1)
eX
lim — =+
X—+o X
uﬂ
En posant u = —x, on en déduit : lim [x"e*|= lim —=0
X—>—00 u—>+o @
D'ou : lim x"e*=0
X—>—00
eX
e En particulier pour n=1,0n a: lim —=+0 e |im xe* =0
X—>+0 X X—>—0

e Pour la troisiéme limite, nous reconnaissons |'accroissement moyen de la fonction exponentielle en 0, sa

. . Ve o 7 by . 0
limite est donc égale au nombre dérivéen O asavoire =1

-1 e -¢ . 0
lim =lim——=exp' 0=e =1
x—0 X x—»0 X-—0
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Conséquence des deux derniéeres limites: Soit P un polyndme différent du polynéme nul (P = 0).

X

c lim P(x)e*=0

Onaalors: =+
X—>+00 | P(X) | X—>—00

Preuve : notonsn le degré de P. On sait qu'alors:

n+1

lim = 400
e [P |

. SR . e
Par ailleurs, dapres 1.4. : lim ——=+w
X—+0 X
eX

D'ou, par produit :

lim = 400
x—+0 | P(X) |

Pour la deuxiéme limite, il suffit de développer et d'utiliser lerésultat lim x" e*=0

X—>—0

X_
Exercice : Etudier lalimite suivante : lim £ 1
x—0 \/;
o X _ e -1 o o X _
(On écrit smplement © 1= —— x 4/x et on en déduit, par produit : lim © 1=1><O=0)
Ix X x50 Jx

2. Etude de la fonction logarithme népérien

2.1. Théoréme
La fonction In transforme les produits en somme::

pour tous réels A et B strictement positifs : In(AB) = In(A) + In(B)

Démonstration :

Comme I'exponentidle transforme |es sommes en produits, on a:

eln(A)+In(B) — eIn(A) eIn(B) = AB
D'ol : In(A) + In(B) = In(AB)
2.2. Cordllaire
Pour tous A et B strictement positifs : In(é) =—1In(B)
In(é) =1In(A) — In(B)
B
IN(A’) =pIn(A) (p e Z)
1
In(~A)= =In(A
(VA)= 5 InA)
Démongtration :
e D'apres2.1.: In(%) +In(B)=1In(1) =0

Fonctions exponentielles et logarithmes Page 5 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

Dol : In(é) —_In®)
(
(

e Sip > 0, unerécurrence démentaire donne : IN(A°) = p In(A)

¢ Deméme: In

)+ In(B) = In(A)

D'ou : In

wl> wWi>

): In(A) - In(B)

S p<0,adors: In(Ap)=In%=—ln(A’p)
Maiscomme—-p = 0: IN(A™) = —p In(A)
D'ou: In(AP) = p In(A)

e CommeA>0: In(A)=In(x/Zx/Z)zIn(x/Z)+In(x/Z)=2In(x/Z)
D'oll : In(VA)= %In(A)

2.3. Théoréme Continuité du logarithme

Lafonction In est continue sur R .

Démongtration :
On pourrait utiliser le théoréme de la continuité de I'application réciprogque (voir théoréme 5.4. de la legon sur
la continuité) pour conclure immédiatement (puisque le logarithme est |'application réciproque de

I'exponentidlle qui est continue sur R). Mais cdlui-ci est hors programme. Nous allons donc procéder

autrement. Avant tout, nous aurons besoin du lemme suivant, bien pratique:

Lemme

Pour tout réel x € R’ : In(x) <x-1

Démonstration du lemme:

Sil existait unréd x € R’ tel que: In(x) >x—1
Alors, par gtricte croissance de I'exponentielle, on aurait :

X > ex—l
Cest-a-dire, enposant u=x—1: l1+u> ¢

Ce que contredirait I'inégalité €" = u + 1, valable pour tout u € R (voir exerciceen 1.1.)

D'ol, pour tout x € R : In(x) <x-1

Démonstration du théoréme 2.3. :

Premier pas : on montre que la fonction logarithme est continue en 1. Il suffit pour cela, de montrer qu'elle
admet unelimitefinie (égale aIn 1 = 0). Distinguons deux cas.
Limite a droite

Pour tout x € ]1, +oo[, lelemme permet d'écrire: 0<In(x) < x-1

Fonctions exponentielles et logarithmes Page 6 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

Et d'aprées le théoréme des gendarmes : lim In(x)=0

x—1"
Limite a gauche
Pour tout x € 10, 1], on a: In(x) <0

Mais d'aprés les propriétés du logarithme, on obtient :

In(%) >0

Et d'apréslelemme, on peut écrire: 0< In(i) < 1 1
X X
Et d'aprés le théoréme des gendarmes : lim In(x)=0
x—>1"

Leslimitesadroite et a gauche sont égales aln(1), ce qui prouve la continuité du logarithme en 1.

Deuxiéme pas : on montre que la fonction logarithme est continue sur R .

Soitae R} .Pourtouth>-a: In(a+h)= In{a(hnﬂz In(a) + In(l+n)
a a

Comme lafonction In est continueen 1 : lI1im In(l+ D): In(1)=0
—0 a
D'ou: lim In(a+ h) =1In(a)
h—0

Ce qui prouve la continuité de lafonction In en a.

Donc lafonction In est continue sur R .

2.4. Théoréme Dérivabilité du logarithme

Lafonction In est dérivable sur R’ et pour tout x € R :

In'(x) = %

Démongtration :
On pourrait utiliser le théoréme de dérivation de I'application réciproque (voir théoreme 5.3. dans la legon sur

la dérivabilité) mais celui-ci est hors programme. Procédons par changement de variable.

Soit x e R’ fixé Etudionslalimite, lorsque h tend vers 0, de I'accroissement moyen :

In(x+h) —In(x)

h

(On considére des valeurs de h suffisamment proches de 0 (h > —x) pour que In(x + h) ait un sens)

D'aprés2.2. : In(x + h)—In(x)=In(X+h)=ln(l+E)
X X

h - u h
Posonsu=In{1+— |, ans : e=1+—

X X

h=x(e"-1)

Comme lafonction In est continue en 1, nous avons :

lim In(l+2)= In(1)=0

h—0

Donc, lorsque h tend vers 0, u tend aussi vers 0. Nous pouvons donc écrire ;

Fonctions exponentielles et logarithmes Page 7 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

In(1+b)
X) u

lim w: lim ——=£=lim

h—0 h h—0 h u—0 x(e" -1)
u_ u_ A0
Or, nous savons que : lim c 1= lim © =exp'(0)=1
u—0 u u—0

Dol lim In(x+h)—|n(x): 1
h—0 h X

Exercice : déterminer |'approximation affine de lafonction x = In(1 + x) au voisinage de O.

2.5. Théoréme
Lafonction In est strictement croissante sur R’

Démonstration :

C'est une conséquence immédiate de 2.4.

Remarque : la croissance du logarithme se traduit par :

|In(x) <In(y) < x<y| pourtousxetydeR’

Cette derniére propriété sera trés utile pour éablir desinégalités ou pour résoudre des inéguations.

2.6. Théoréme Limites aux bornes de |'ensemble de définition ] O ; +oof Lareprésentation graphique de In admet

lim In(X) =+ donc une asymptote verticale déquation
X—>+00
x =0 maisn'admet pas d'asymptote
lim In(x) = —0 horizontale.
x—>0

x>0

Démonstration :

Soit M e R* . Posons A = €. Ainsgi, par croissance de lafonction In et d'aprés2.2. :
x=zA = InX) = In(A) = In(x) =M

Quelque soit leréd M, il existe un rang A au dela duguel In(x) = M.

Ceci prouve bien : lim In(x) = +o

X—>+00

Le second résultat en découle simplement par changement de variable :

[im In(x) = lim In(i)z— lim In(X) = -
x—)é) X =+ X X =+
x>

2.7. Théoréme Autres limites faisant intervenir le logarithme népérien

lim M=O lim @zO(VneN*)
Xx—+0 X Xx—>+40 X
lim xIn(x)=0 lim x' Inx)=0 (VneN)
x—0 x—>0
x>0 x>0
lim "N _
x->1 X—=1

Fonctions exponentielles et logarithmes Page 8 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

Démonstration :

On commence par éablir le résultat lim

X—>+00

méthodes.

Premié&re méthode en utilisant une limite connue sur |'exponentidle:

()

X

Onavu que:

D'ou, en inversant :

lim —=+4o0w0
Xx—+0o X

X
lim —=0
x>+ @X

= 0, on en déduira les suivants. On propose plusieurs

Posons X = €*. Lorsgue x tend vers +oo, X aussi. Lalimite ci-dessus sécrit alors

im 1) g
X+ X
Autre méthode :
On avu que pour tout x € RY: In(X) <x Autre méthode (pour les connaisseurs)
On peut écrire, pour tout x> 0: In(vx)< Jx On compare avec une integrale
x1 x 1
wm=j-msj-—m<z&—2
%mm<& 1t 14t
. In(x) _ 2 2 2

: Doy, pourx>1:0< —< ———-— < —

Etpour x>1,0na: O<In(x)<2\/; p ” * xS0
0< In(x) < 2
x o 4x
. 2 s Loy . In(x)
Comme lim — =0, on a, d'aprés|ethéoréme des gendarmes, lim ——==0.
X—>+00 \/; X
On en déduit, comme simple conséquence, quepour n = 2:
. 1 o
fim M iy L I0) g fim L—0 e im MWy
X—>+00 Xn X—>+00 xn X x—>+o XN X—>+00 X

Etablissons maintenant la limite suivante & I'aide d'un changement de variable du type X = % :

. o 1 1) . NN A s
leLnoxIn(x)_ XILrQwYIn(X)_ x"l‘i‘w( X )—Odapresceqw précede.

x>0

On en déduit, comme simple conséquence que pour n > 2 :

. n

lim x In(x) =
x—>0

x>0 x>0

x>0

. n-1 . n-1 .
[im x xInXx)=0car Ilim x =0¢e Ilim xIn(x)=0
x—>0 x—>0 x—>0

x>0

Enfin, pour la derniére limite, on peut procéder comme dans la démonstration du théoréme 2.4. ou utiliser

['accroissement moyen de la fonction In en X, = 1. La limite est donc égale au nombre dérivé de la fonction In

enxosoiti: IimM
Xo

= lim
x->1 X-1 x—1 X—-1

In(x) —In(2)

Notons que cette limite peut Sécrire sous d'autres formes :

h—0

_ In(i+h)

=1ou

X—>+00

lim xIn

1

=In()=7 =1

e
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2.8. Corollaire

Pour toute fonction polynédme P de degré supérieur ouégal al,ona: lim —= =0

Démonstration :

n
Soit n € N* le degré de P. Notons P(x) = Z:apxp (avec a, # 0)
p=0
Comme la limite en +oo d'une fonction polyndme P est égale a la limite de son terme de plus haut degré, nous

. —
avons: lim 69 _ lim In(xn)=0pulsque lim _n(nx):Q
x—>+0 P(X) x>+ @ X x>t X
Exemples:
e FEtudier lalimiteen +o de: In(x+1)
X

Aucune limite du théoreme 2.7. semble convenir pour une telle limite. Cependant, on sent bien un air de

famille avec la limite de M en +oo. L'idée consiste a sy ramener via l'artifice suivant puis un
X
changement de variable:
In(x+1) In(x+1 5 X+1
X x+1 X
X . . o
or, tim X1 1e gim MY i O 6 (onajusteposé X = x + 1 ainsi X —> +c0)
X—+o X X—>+00 X+1 X =+
D'ou, par produit, lim In(x+1) _ 0
X—>+00 X
e FEtudier lalimite en +oo de: In(x)
Vx
2 In(x) 2In(«/§)
En remarquant quex =(v/x)”, nousavons: ——~ = ——— 2
quant quex =(v/x) R

En posant X = Jx (X — +o0), nous obtenons :

im0 _ iy 20O 2 -

X—>+00 \/; X—>+00 \/; X >+

Par un raisonnement analogue, montrer que: lim Jx In(x)=0
x—0"

0

e FEtudier lalimiteen 0, adroite, de: In(x) x In(1 - x)

Nous sommes en présence d'une forme indéerminée du type "—wo x 0". L'idée est d'écrire :

In() x In(L - %) = x In(x) x "=
X
Nous savons, d'une part que : Iim0 xIn(x)=0
%0

D'autre part, en posant h=—x:  lim INA=%) _ i In@h) 4

x—0 X h—0 h

x>0 h<0
D'ou, par produit : lim In(x) xIn(1-x)=0

x—>0

x>0
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3. Fonctions exponentielles de base a (a > 0)

3.1. Définition
Soit a un rée strictement positif.

On appelle fonction exponentielle de base a, lafonction f, (notée parfois exp,) définie sur R par :

fa(x) — ex In(a)

On remarque que, pour X € Z,on a: fa(x) = a*

En effet, cela découle du corollaire 2.2. dans lequel on avu que pour tout A € R’ ettout p € Z:
In(AP) = p In(A)

Lorsque x e Z, on adonc bien : fa(¥) = @ = gn@) = gX

On notera donc, par convention : a*= e pour tout x € R

Ce n'est pas une convention ridicule, on verra ci-dessous que cette nouvelle écriture est compatible avec les

reégles usuelles sur les exposants.

On remarquera la nécessité de la condition a > 0 pour définir les fonctions f, et le role de la condition a > 1

pour le sens de variation de ces fonctions.

Exemples : on considére les fonctions exponentielles f et g de bases 2 et % respectivement :

f(X) = 2X: exln(Z) at g(X) _ (%) _ e—><|n(2)

y
Ona:
G
(X =1In(2) €"? > 0 pour tout réd X,
donc f est strictement croissante sur R. ? Figure3
g'(x) = - In(2) e *™? < 0 pour tout réd x,
donc g est strictement décroissante sur R. 1
Gy
3 2 4 1 2 3

Application : Nous avons vu lors de I'étude du logarithme néperien larelation : In(a”)=pIn(a) (p € 2)

Nous pouvons maintenant étendre cette relation a tout exposant x réel :

In(a*)=1In(e"®)=xIn(a)

3.2. Régles de calculs

Pour tousaetbde R ettousxetydeR :

X X
_ a _ 1 y a a
a*¥=a"a¥ a¥ V== at=— (ax) =av¥ a*b*= (ab)* — =(—)
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Démonstrations :
o a¥tv= e(x+y)|n(a): exln(a)+yln(a):exln(a)eyln(a) =a‘ay

xIn(a) X

o ¥V gx-yin@ _ gxin(@)-yin(a) _ € _a
gyn@ gy
o ateeg@_ 1 _ 1
exln(a) ax

e Posonsb= a*= e"® Ona: (ax)y= bY = eVn) = gyInE™®) _ gwxin(a) _ g%y
o a¥p¥= exln(a) exln(b) _ eXIn(@)+xIn(b) :ex(ln(a)+ln(b)) _ exln(ab) _ (ab)x

| a
, ¢ n(a) _ gxIn(@)-xin(b) _ gx(in(@)-In(b)) :ex'”(B) :(3) g
bx exln(b) b

Conségquence : démonstration de la propriété : (ex)y =€ pour tousréelsxety:

on applique simplement larelation (ax)y =a¥aveca=e>0.

Enigme : o est I'erreur dans le calcul suivant :
1 1
1= (D= (D)2 ((92)2= -7 - VI-1

Réponse : larelation (ax)y =a"¥ n'est pasvalable pour a=-1...

3.3. Théoréme

e Sa>1ldors: lim a* =+w lim a*=0
X—>+00 X—3 —o0
e Si0O<ax<1ldors: lim a*=0 lim a*=+w
X—>+00 X— —o0
e S a=1ladors: lim a* = lim a*=1
X—>+00 X—>—00

Démonstration :

e Sia>1laors lim xIn(a) =+ (puisqueln(a) > 0) dotl lim a* = lim e"® = 4o

X—>+00 X—>+00 X—>+00

Deméme lim xIn(@) =—-wdonc lim a*= lim e"® =0,

X—>—00 X—>—00 X—>—00

e Si0<a<1ldors lim xIn(a) =—w (puisqueln(@) < 0) dou lim a* = lim e"M® =0

X—>+00 X—>+0 X—>+00

Deméme lim xIn(@ =+wdonc lim a*= lim e"® = o,

X—>—0 X—>—0 X—>—0

e Sia=1, lerésultat est évident puisque f; = 1 sur R.

3.4. Théoréme

. . a

e S a>1ldors: [im — =+
X—+0 X
aX

e S O<axldors: lim — =-w
X—-0o X
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Démonstration :

ax exln(a) xIn(a)
e S a>1ladors: [im — = lim = lim In(a) = +w
x>+ X X—> 400 X x—+o XIN(a)

X
(puisgqueln(a) >0 et lim e—=+oo)
X—+00 X

X exln(a) xIn(a)

! . a . .
e Si0O<a<1ldors: [im — = lim = lim In(a) = —o0
xo—o X xo—0 X x—>—o XIn(a)
X

(puisgqueln(a) <O et lim e—=+oo)
X—+00 X

Exercice: Soit a € R. Retrouver simplement le résultat suivant :

Cettelimiteadga &é éablie
. al . lors de la démonstration de
lim |1+—| =¢€ L .
X—>+00 X I'existence dela fonction
exponentiele.
a X xln(l+g) aln(l+X)
Nous avons : (1+ —) =e ¥ = e
X x=2
X

Or, lorsgue x tend vers +o, X tend vers 0 et nous savons que )I(i m0 w =In'() =1
-
X aln(l+X) 1)%
Donc lim (1+3) = lime X =g¢% Etenparticulier: lim (1+—) =e
X—>+00 X X—0 X—>+00 X

Exercice: éudier lim x*.
x—0

4. Dérivées des fonctions composées du type In u et "

4.1. Théoréme
Soit u une fonction dérivable sur un intervallel.

Lafonction définie par " est dérivablesur | et :

’

(e“) =u e

Si, deplus, u est strictement positive sur |, alors lafonction définie par In u est dérivablesur | et :

’

In'(u) = UU

Démonsdtration : conséquence du théoréme de dérivation d'une fonction composée.

Exemplesimmédiats :

e Dériver lafonction f suivante sur R : f(X) = e . On obtient : f(x) = 2xe’ .

x2 +1] - |n(x2 + 1) —In(x). On obtient : f'(X) = 2X 1

X2 +1

o Dériver sur]0; +oof : f(X) = In[

Deux types de fonctions trés utilisées :

)= e et g =e* (ke R")

Ces fonctions séudient sans peine. On les rencontrera dans de nombreux exercices.
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Quelgues thémes :
e FEtudier lafonction G définie sur ]1 ; +oo par G(t) = In(In (t)) et lafonction F définiesur 10 ; 1] U 1 ; +oo

par F(t) = In(Jin(t)]).
e FEtudier lalimite quand x tend vers +oo de In(x) — In(In(x)).

e Etudier lesfonctionsx > In(x /x> £1]).

o Exemple d'équation transcendante admettant une racine évidente : on considére I'équation (E) : In(x) = ; .

Montrer que lafonction f : X > In(x) — € est strictement croissante et préciser ses limites en 0 et en +oo.
X

En déduire que I'équation (E) admet une unique solution que I'on précisera.

efont _ efﬁt

Exercice: Soient o, B € R. Etudier lalimite lorsquet tend vers 0 de: "

On écrit — = =

Considérons la fonction f définie sur R par f(t) = e ™ . Lafonction f est dérivableet f'(t) = —re ™ .

_ At At
L'accroissement moyen de f en 0 Sécrit ; /) tf(O) - ! . Nous avons donc Iirg © 1=f'(0) =-A\.
t—
—at Pt —at Pt —at —pt
Ains, £ =% admet unelimiteen Oet lim &% —im &1 & -1 (B-p-a
t t—0 t t—0 t t

5. Fonctions puissances™

5.1. Définition

Soit o un rédl. On appelle fonction puissance la fonction f,, définie sur 10 ; + oof par :

fa) =X

Dans la pratique, ces fonctions sétudient sans problémes en écrivant :
Xa _ eonln(x)

(On noterala nécessité de définir f,, sur ]0; +oo[)

n(

Exemple: f.(X) = X = enl

5.2. Théoréme

Les fonctions puissances f, sont dérivables sur ]O ; +oo €t :

£L09=0x"

@ Cesfonctions sont au programme de TS (2002) mais pas leur éude systématique.
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Exemple: £/ (X) = X

a a-1

. . N 1
Démonstration : fu() = €™ dob f! (X) =a= e*"=a= x =ax
X

x| =

Le signe de a. détermine donc le sens de variation des fonctions f, :
s o >0alors f, est strictement croissante sur ]0 ; +oof

s o< 0alors f, est strictement décroissante sur ]0 ; +oof

. 4 . . .
Lorsque o. > 0, nousavons lim x = lim e*"™® =0 (puisque . > 0 et lim In(x) = —0).
x—0 x—0 x—0
x>0 x>0 x>0

Lesfonctions puissances f,, sont donc (pour o > 0) prolongeables par continuité en 0.
Nous pouvons donc poser : f.(0)=0
C'est-a-dire, pour tout réel o >0 : 0 =0
Cas particulier : lorsque o, = 0, hous avons :
fo) =X =€= et lim fo() = 1.
x>0

Lafonction f, est donc prolongeable par continuité en O.

Nous pouvons donc poser : fo(0)=1

Cest-a-dire: O0 =1

Exercice : éudier I'application f définie R’ par f(x) = x°. Démontrer que la tangente a sa courbe au point

d'abscisse e caincide avec cdlle de I'exponentielle ala méme abscisse.

Application des fonctions puissances : racine n®™™ (n > 2) : on appelle racine n®™ |'application :

Ry 110 o[ — ]O; +oof Lorsgue n est impair (n = 2p + 1),
1 \
X = XH on peut définir la racine n°™ sur R
1 comme bijection réciproque (de R
Pour x > 0, on note souvent x"= %/x et on al'équivalence : dans R) del'application x > x*".

y=x & (x=y"ety>0)

1 1
. - . =In(x) . 1 .
Remarquonsque lim x" = lim e" =0 (puisque —> 0 et lim In(X) = —o0).
x—>0 x—0 n x—>0

x>0 x>0 x>0

Lafonction R, est donc prolongeable par continuité en 0 et nous pouvons poser R,(0) = 0, c'est-a-dire vo=o.
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Représentation graphique des fonctions puissances :

a>1
y Typex’ a=1
. y=x
3
Figure4
) O<ax<1
Type v/x
a=0
1 y=1
a<0
Typei
1 2 3 X
Propriété:
lorsque x > 1, les fonctions puissances sont "rangées’ dans le méme ordre que | es exposants :
1 1 2 3 n 4
< — <= <1<\/;<x< X< X< X' < X'<..
X X

lorsque 0 < x < 1, les fonctions puissances sont "rangées’ dans I'ordre inverse des exposants :

1 1
<Xt < xPe x3< xP<x< Xx<1l< =< <.

X X

Cette propriété se démontre aisément : soient o et B deux exposants réelstels que a < 3. Comparons X et X
Ona a<pP
e Six>1 dorsin(x)>0,dou: a In(x) < B In(x)
Et comme I'exponentielle est une fonction strictement croissante sur R :
eIn(x) < hIn(x)

Clest-a-dire: <X
e Parcontre, s 0<x<1,aorslnx<0,dou:aInx) > B In(x)

ealn(x) > e[?)ln(x)

Voyons maintenant comment dériver une expression du type u':

5.3. Théoréme

Soit o, un rédl et u une fonction strictement positive et dérivable sur un intervallel.

La fonction définie par u’ est dérivablesur | et :

’

(u“) =ou u*t
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r u'

= y ) = (1—
eonlnu d'od (ua)

u

o

u eonln(u) —

Démonstration :

6. Croissances comparées

u' o , a1
a—Uu =ouu
u

6.1. Théoréme

Pour tousréels a et § strictement positifs et pour tout réel a>1:

. (In(x)P (X
1. lim (In(9)” =0et en particulier lim L=O
X—> 400 x* x—+0 X%
X\B X
2. lim M=+c>oetenparticulier lim £
x>+ X* x—+00 X*
3. lim x*(In(x))’ = 0 et en particulier lim x*In(x)=0
x—0 x—0
x>0 x>0
4. lim x*(@*)?=0etenparticulier lim x*e*=0

X—>+00 X—>+00

Ce théoreme étant techniquement difficile a retenir, on lui préfére parfois la régle suivante (a formuler avec

minutie) :

Pour les produits ou quotients indéterminés ne faisant intervenir que des exponentielles (de base a > 1), des

puissances et des logarithmes (ou des puissances d'exposants positifs de ceux-ci) I'exponentielle "I'emporte”

sur les puissances qui elles-mémes "lI'emportent” sur le logarithme...

Ces résultats prolongent ceux déja établis dans les paragraphes "li

Démonstration :

mites de références’ (1.4. et 2.7.)

In(l |n(X)7
1. On écrit : (m(x))B _ ePntnt9) _ hninG)-aln(y  _  gBin(X)-aX _ ex(ﬁ X “j
Xa ealn(x) X=In(x)
. In(X
Or, lim BL—OL=—OL (<0)donc:
X — 40 X
. In(X
lim X(B ( )—a):—oo
X >+
\ . x( In(X)iaj
D'ou: lim e\ X =0
X >+
. . (In(x) o o In(x
On en déduit : lim (n(G9)” =0 et enparticulier lim In(x) =0 (B=1)
X—> 400 x* x—+0 X%
X\B xIn(a) ~_In(x)
2 On écrit : @)" _ e _ ghxin(@)-ain(x) _ eX(B'”(a) T j
' : X% ealn(x)
. In(x)
Or, lim BIn(@—a——==pIn(a)>0 (cara>1etp >0)donc:
X—>+00 X
. X(Bln(a)—amj
lim e X /=40
X—> 40
<. . @9)P Y-
Clest-a-dire: lim =+oo e enparticulier lim —=+w (a=eetpf=1)
x—>+0 X% x—>+0 X*
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(=In(x))°

3. Par changement de variable:: x*(In(x))? T

X=

Il
x| =

Or, s x tend vers O par valeurs supérieurs, X tend vers+oo. On adonc :

_ B _1\8 B
lim x*(Inpg)P = tim CINODT i EDHACOT ¢ gagres 1.
x—0 X—+o X X—+o o
x>0
In(x)
4. On écrit : x*(a )P = ernO-xin(@) _ ex(anBm(a)j
. In(x)
Or, lim a——=-pIn(a)=-p In(@) <0 (cara>1etp >0)donc:
X—>+00 X
. x(am—ﬁln(a))
lim e* X =0
X—> 40
Clest-a-dire: lim x*(@™*)? =0puis lim x*e*=0(a=eetp=1)
X—>+00 X—>+00
Exemples:
lim UNOY” _ 6 (cas1 avecp=rneta= 1)
X—>+00 & 2
1000
e lim LT =0 (cas4 aveca.=1000,a=1,01et B =1) (imprévisible avec une calculatrice!)
X—>+0 ]|

7. D'autres logarithmes

7.1. Définition
Soit a un réd strictement positif différent de 1.

On appelle |ogarithme de base a la fonction, notée log,, définiesur R’ par :

0009 = 10

La fonction logarithme de base e est 1a fonction logarithme népérien.
La fonction logarithme de base 10 appelée "logarithme décimal”, qui est souvent utilisée, est notée plus
simplement log au lieu de log.
Cesfonctions portent a juste titre le nom de "logarithmes" car elles vérifient I'équation fonctionnelle ;
F0) = F9 + £(9)
En effet, pour tousx et y dans R’ , on a:

In(xy) _ In(x) . In(y)
In(@ In(a) In(a)

IOga(XY) = = |09a(X) + IOga(y)

On en déduit les méme régles de calculs que pour le logarithme népérien.

Ces fonctions sont aussi dérivables sur R’ (puisque lafonction In I'et) et pour tout x € R, on a:

1092 (%)= In(la) - %
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7.2. Une application du logarithme décimal

Tout entier naturel n est constitué de E(log(n)) + 1 chiffres

Démonstration :
Soit p le nombres de chiffresden. Alors:

10t <n<10°
Comme lafonction log est croissante sur R :

log(10°™) < log(n) < log(10")
Et commelog(10°) = plogl0=p:
p-1<log(n) <p
D'olr : E(log(n) =p-1
p=E(log(n) +1

Exemple:
Le plus grand nombre dont on ait prouvé la primalité est & ce jour™® :

Record — 232 582 657 -1
Déterminons de combien de chiffresil est constitué :

log(Record + 1) = E(log(2%%2%7)) + 1 = E(32 582 657 log 2) + 1= 9 808 358

Le plus grand nombre premier connu possede pas loin de 10 millions de chiffres!

8. Complément : fonctions ch et sh

8.1. Définition
On définit les fonctions ch (cosinus hyperbolique) et sh (sinus hyperbolique) par :

X —X X —X
e +e o Sh(X)= e —-e

ch(x) = pour tout X € R

Ces fonctions séudient sans peine et I'on a notamment : ch'(x) = sh(x) et sh'(x) = ch(x).

@ 448me nombre de Mersenne (M44) découvert en septembre 2006 par le GIMPS (voir http://www.mersenne.org/prime.htm pour connéitre le

dernier record)
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